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Предисловие редактора.

Перед вами энциклопедическая по своей сути книга по

тригонометрии из серии «Элективные курсы». Четкая структура
книги позволяет быстро найти материал по интересующему
вас разделу. Удивительно разнообразный и разноуровневый
подбор примеров и задач является уникальной кладовой
педагогического и методического опыта преподавания сложных

тем курса тригонометрии в школе. Особенно хотелось бы

выделить тщательность и аккуратность разработки следующих

трудных тем: периодичности, обратных тригонометрических

функций и их графиков, тригонометрических уравнений и

неравенств.

Это прекрасный самоучитель для тех кто только

начинает или хочет глубже разобраться в курсе тригонометрии.
Наличие большого количества разноплановых примеров и

графиков позволит учащемуся «прочувствовать» сложные

понятия и нестандартные идеи, «увидеть» их естественное

применение.

Ценность книги заключается в том, что с рассмотренными

заданиями приходит понимание трудных для восприятия

математических понятий и идей тригонометрии. Естественно,
многие идеи, заложенные в систему примеров, тренировочных

самостоятельных, карточек заданий, безусловно, могут быть
использованы для подготовки к экзаменам и олимпиадам.

Желательно, чтобы подготовительная работа к изучению

тригонометрии началась уже в 8 классе с изучения книги

этой же серии «Геометрические задачи на экзаменах. Часть

1. Планиметрия».

А. В. Семенов.



Предисловие автора

Предлагаемая серия книг адресована широкому кругу учащихся

средних школ, классов и школ с углубленным изучением

математики, абитуриентов, студентов педагогических вузов,

учителей.
Книги можно использовать как самостоятельные учебные
пособия (самоучители), как задачники по данной теме и как

сборники дидактических материалов. Каждая книга снабжена

программой элективного курса.

Для учащихся можно предложить следующую схему работы:
прочитав вступление и рассмотрев примеры решения,
самостоятельно решать тренировочные работы, затем посмотреть

решения и, осмыслив их, попробовать решить проверочные

работы, проверяя их решения по книге и т.д.

Книги полностью подходят для самостоятельного овладения той

или иной темой и рассчитаны на последовательное обучение
от начального уровня до уровня, необходимого абитуриентам.

Для учителей эти книги предоставляют широкий выбор приемов
и методов работы:
Это могут быть задания учащимся для самостоятельной работы
с последующим контролем учителя.

Возможно использование книги как задачника для работы
в классе и для домашних заданий.

Эти пособия идеально подходят в качестве материала для

повторения параллельно изучению других тем в школе.

Подбор материала позволяет существенно дифференцировать

уровень требований к учащимся при проведении контрольных

и зачетных работ.

Уровень сложности и объем материала в книгах серии,

безусловно, избыточен, и учитель должен сам выбирать сложность

и объем материала в соответствии с возможностями учащихся

и задачами, стоящими перед ними.

А. X. Шахмейстер



Программа элективного курса №1

для учащихся 9—11 классов (30 уроков).

№№

уроков

Название темы

В скобках указаны номера заданий

1-8 Определения основных тригонометрических

функций. Вычисление значений тригонометрических

функций любого угла (стр. 7-68)
Практикум 1 (1.1, 1.2, 3.2, 5.2, 5.3, 7.1, 7.3, 7.5, 7.8)

Практикум 2 (1 - выборочно, 3 - выборочно,
6 - выборочно)
Тренировочная работа 1 (2, 4, 6 - выборочно)
Практикум 3 (1.1, 1.3, 2.2, 2.3, 3.2, 4.1, 4.2, 4.4,
4.5)
Тренировочная работа 2 (1.1, 1.3, 2.3, 3.2, 4.1, 4.3)
Практикум 4 (1.3, 2.1, 2.2, 2.3, 3.3)

Тренировочная работа 4 (1.3, 1.5, 2.2, 2.4, 3.2, 4.1,

4.4)

9-13 Решение простейших уравнений (стр. 69 — 88)
Практикум 5 (2.3, 3.3, 3.5, 3.6, 4.2, 4.4, 4.7, 4.8)

14-18 Формулы приведения (стр. 89 — 105)
Практикум 6 (1.1, 1.3, 2.1, 2.4, 2.6, 2.11, 2.14,
2.17, 2.18, 3.1, 3.4)

19-23 Теоремы сложения (стр. 116 — 134)
Практикум 7 (1.1, 1.3, 2.1, 2.3, 2.4, 3.2, 3.4, 5.1,
5.2, 5.5)
Тренировочная работа 6 (1.2, 1.3, 2.2, 2.4, 3.3, 3.4,
4.2, 5.2, 5.5)

24-30 Тригонометрические функции двойного
и половинного угла (стр. 135 — 162)
Практикум 8 (1.2, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9, 2.2, 2.3, 3.1,
4.1, 4.3, 4.6)
Тренировочная работа 7 (1.3, 1.4, 1.7, 2.2, 2.3, 3.1,
4.1, 4.3, 4.5)
Тренировочная работа 8 (1.3, 1.5, 1.7, 2.3, 2.4)
Тренировочная 9 (1, 6, 8, 11, 12)



Программа элективного курса №2

для учащихся 9—11 классов (40 уроков).

№№•

уроков

Название темы

В скобках указаны номера заданий

1-4 Основные тригонометрические формулы

(стр. 163-211)

Тренировочная работа 10 (8, 9, 10, 15)

Тренировочная работа 11 (4, 7, 13, 17, 18)

Тренировочная работа 12 (6, 8, 9, 10)

Тренировочная работа 15 (2.1, 3.1, 3.2, 3.3)

5-6 Периодические функции (стр. 263 — 285)
Практикум 11 (3.1, 3.2, 3.7, 3.10, 4)

7-12 Обратные тригонометрические функции

(стр. 286-321)
Практикум 12 (1, 3, 4, 5, 6)
Практикум 13 (1.2, 1.6, 2.1, 2.2)
Практикум 14 (1, 2, 3, 5, 7, 8)
Тренировочная работа 17 (6, 8, 11)

13-20 Свойства arc-функций. Графики агс-функций
(стр. 322-389)
Практикум 15 (1.1, 1.3, 1.6, 2, 3, 5)
Тренировочная работа 18 (1.2, 1.4, 2.1, 2.2, 2.5,
2.8, 2.10, 2.12)
Практикум 16 (2.1, 2.3, 2.4, 2.5)
Тренировочная работа 19 (1.1, 1.4, 1.8, 2.1, 2.5,
2.7, 3.1, 3.2)

21-24 Системы тригонометрических уравнений
(стр. 390-405)
Практикум 17 (1, 3, 6, 8)
Практикум 18 (1, 3, 4, 6, 8)

Программы разработаны по материалам книги и апробированы
на практике Заслуженным учителем РФ Е. Б. Лившицем.



Определение основных

тригонометрических
функций

Введение

Тригонометрия
—

слово греческое, в переводе означает

измерение треугольников. Термин этот ввел еще в 1595 г.

немецкий богослов-математик Варфоломей Питиск, автор учебника
и тригонометрических таблиц. Но первые сведения по

тригонометрии были известны еще из клинописных таблиц Древнего
Вавилона. Более серьезные результаты получил Гиппарх из

Никеи (И в. до н.э.). Эти сведения вошли в «Альмагест»

13 книг по математике Клавдия Птолемея (II в. до н.э.).
Термины «синус» и «косинус» пришли к нам от индийских
математиков XI в.

Наибольшее влияние на развитие тригонометрии оказал

«Трактат о полном четырехугольнике» Насирэддина ат-Туси,
азербайджанского астронома-математика (1201-1274). Далее —

это работы Иоганна Мюллера (Региомонтан) (1436 1476),
сыгравшие в этом вопросе в европейской математике решающую

роль. Затем — работы Франсуа Виета (1540-1603) с

теорией косинусов и формулами кратных углов, Исаака

Ньютона (1643-1727) с представлением тригонометрических

функций в виде рядов. И, наконец, работы Леонарда Эйлера

(1707-1783), обнаружившего связь между

тригонометрическими функциями и комплексными числами.



8 Определение основных тригонометрических функций

Обычно знакомство с тригонометрическими функциями
начинается с определения отношений в прямоугольном треуголь-

. АВ СВ СВ АВ

Учитывая подобие треугольников, имеем

ААВС ~ AABqCo ~ AABiCi ~ ААВ2С2 ААВпСп.

Оказывается, эти отношения не зависят от линейных размеров

сторон треугольника. Значит, эти отношения
—

какая-то очень

существенная количественная характеристика, в данном

случае
—

угла. Итак, данному углу мы будем сопоставлять

конкретное число, выраженное отношением сторон

прямоугольного треугольника:

• /УУ.Ч
СВ

( / Л\
АВ

sm(ZA) = —; COS(ZA) = —;

//,4
ВС

, ,
АВ

tg{lA)=AB' С‘8(/Л) =
ВС'

Далее произошло расширение тригонометрической

характеристики не только острого угла прямоугольного треугольника,

но и характеристики острого угла произвольного

треугольника, а затем характеристики угла в пределах 0° ^ Z.A ^ 360°

и, наконец, рассмотрение тригонометрических отношений

любого угла.



Введение 9

Рассмотрим единичную окружность и на ней фиксированную
точку Мо (радианное измерение), причем ^ МоМа — aR.

Длина дуги, образованной углом в а радиан па окружности

радиусом i?, равна aR, и для единичной окружности
длина дуги и величина угла в радианах совпадают. Отображение
луча на окружность против часовой стрелки (положительные
углы) называют «намоткой». Таким образом, мы сопоставили

значение отрезка М$Ма углу а, а значит можем дать

определение тригонометрических отношений любого угла.

Примечание (тригонометрические функции
числового аргумента). Традиционно аргументами

тригонометрических функций рассматривались именованные величины
—

углы (дуги), измеренные в градусах или радианах.

Значения тригонометрических функций как отношения

отрезков являются абстрактными величинами
—

числами. При
изучении тригонометрических функций необходимо
сравнивать изменения функции в связи с изменением

аргумента. Сравнивать же можно только однородные или,

что точнее, абстрактные величины
—

числа. Поэтому
введение тригонометрических функций числового

аргумента дает возможность применять эти функции в

математике, технике, физике и т. д. Понятие

тригонометрической функции числового аргумента можно ввести следующим

способом.

В координатной плоскости хОу построим единичную

окружность, а числовую ось t расположим так, чтобы она касалась

единичной окружности в точке ее пересечения с

положительной полуосью абсцисс (1; 0). За начало оси t возьмем точку

касания, а масштабную единицу выберем такую же, как и в

системе координат хОу.



10 Определение основных тригонометрических функций

Представим себе, что числовую

ось t намотали на единичную

окружность: положительную

полуось против движения часовой

стрелки, а отрицательную

полуось t
—

но движению часовой

стрелки. Пусть при этом

наматывании точка Ao(t) числовой оси

совпадает с точкой А(х,у)
единичной окружности. Так как при

единичном радиусе R = 1

длина окружности равна 27т, то при

первом витке точка ^4i + 2тг)
совпадает с точкой А{х,у),
после второго витка точка числовой

оси t Л2(£ + 47г) совпадает с

точкой А(х,у) и т.д. Получается,
что An(t + 2тгп) совпадает с

точкой А(х,у).
Аналогично при наматывании

отрицательной полуоси t точка

A-\(t — 2п) совпадает с точкой

А(х,у) (первый виток), точка

А-2(1 — 47г) также совпадает с

точкой А(х,у) (второй виток) и

т.д. Итак, A-n(t — 2пп)
совпадает с точкой А(х,у).
Таким образом, любым точкам

оси t Ak(t + 2пк), где А; = 0,±1,

±2, ±3,, соответствует только

одна точка А(х, у) единичной окружности.

По определению тогда можно положить:

У 1
у — sin t;

cos t;

= tgt;

= ctgt;

= sect;
x

1
- = cosec t.

У



Введение 11

При этом определении легко показать, что значения

тригонометрических функций числового аргумента t равны

значениям тригонометрических функций для угла в t радиан. Значит,
тригонометрическая функция числового аргумента t это

одноименная тригонометрическая функция угла в t радиан.

Используя эти идеи, дадим более четкие определения.

Поместим единичную окружность в систему координат так, чтобы

центр окружности и начало координат совместились.

I. Определение. Синусом угла а. называете

ки Ма единичной окружности, где (•) Ма
воротом (•) Мо на угол а в по- yi

ложительном направлении

(против часовой стрелки), если а > 0 <

и в отрицательном (по часовой /

стрелке), если а < 0. /

я ордината точ-

получается по-

4,rsina
/ \

/ \
/ \

Да \М0_
1 0 J X

Из определения следует, что раз ордината верхней
полуплоскости положительна, то синус угла I и II четверти больше нуля,

а так как ордината нижней полуплоскости отрицательна, то

синус угла III и IV четверти меньше

нуля. Очевидно, что — 1 ^ sin а: ^ 1, так как

ордината точек единичной окружности
меняется только в этих пределах.

1. Таким образом, sin а = sin(a + 2ттк), где к Е Z, так как

ордината будет той же. Из определения синуса также

следует, что

sin 0 = sin 180° = sin 360° = ... = sin 180°/c, или

sin 0 = sin 7г — sin 2тт = ...
= sin ixk.



12 Определение основных тригонометрических функций

Таким образом, если sin а = 0, то а — як | к G Z, так как

проекция (*)Мо или (•)М7Г на ось ординат равна нулю.

1
М\90°

Г'А _

v: ум, X

sin 90° = sin(90° + 360°к) = sin ^ = sin ( ~ + 2тгк ) = 1,

7Г

т. е. если sin а = 1, то а = — + 2пк \ к G Z.

в

sin 270° = sin(270° + 360°fc) = sin(—90°) = sin ( -7r

7Г
= sin ( —— + 2пк ) = —1,

7Г

т. е. если sin а = —1, то а — —— + 2ттк | к G Z.



Введение 13

2. Из определения имеем следующие свойства:

a) sin(—а) — — sin а;

ум(У
=

sin(—а) = — sin а.

Это свойство означает,

что у{х) = sin х нечетная

функция, а значит ее

график
центрально-симметричен относительно

начала координат.

б) sm(a + 180°) = — sin а;

ума
=

~ума+180о;
sin а = — sin(a + 180°);

например, sin 225° =

= sin(45°+180°) - - sin45°.

в) sin(180° — а) = since;

УМа
=

ум_а+180о;
sin а = sin(—а+180°);
например, sin 120° =

= sin(—60° +180°) = sin 60°;

.
57Г

sin

6

7Г

Sin | 7Г - - I =

. 7Г
= sm —.

6

г) sin(a — 180°) = — sin a;

yMa
=

~yMa_moo;
sin a: = — sin(ai — 180°);
например, sin(—165°) =
= sin(15° —180°) = — sin 15°;

. / 2тг\
.

/тг

sin(-yJ
= sin

-
- sin-.
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3. a) sin а ^ 0, неравенство
выполняется при 7Г ^ а ^ 0.

Если обобщить для любого

угла с точностью до

полного числа оборотов, то

7Г + 27гк ^ а ^ 2ттк | к Е Z.

б) sin а < 0, неравенство

выполняется при 27Г > а > 7Г.

Учитывая полное число

оборотов, получим

27г-}-27г/с > а > 7г-Ь27гА: | к Е Z.

II. Определение. Косинусом угла а называется абсцисса

точки Ма единичной окружности, где (•) Ма получается

поворотом (•) Mq на угол а в

положительном направлении

(против часовой стрелки),
если а > 0 и в

отрицательном направлении (по часовой

стрелке), если а < 0.

Из определения следует, что раз

абсцисса правой полуплоскости положительна, то

косинус угла I и IV четверти больше нуля,

а так как абсцисса левой полуплоскости

отрицательна, то косинус угла II и III

четверти меньше нуля.
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Очевидно, что — 1 ^ cosа ^ 1, так как абсцисса точек единичной

окружности меняется только в этих пределах. Так же, как и

в случае с синусом, значение косинуса угла а совпадает со

значением косинуса угла, повернутого на полный оборот в том

или ином направлении к раз (к G Z), т. е. cos а = cos(a + 2тгк),
где к G Z, так как абсцисса будет той же.

в) C0S7T = COs(7T + 2тг) = .

~ cos(7r + 2тгк) = — 1,
т. е. если cos о; = —1,
то а — 7Г + 2тгк | к G Z,
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2. Из определения имеем следующие свойства:

а) cos(—а) = cos а;

хлл
= хл, ;

Mot М—сх

cos а = cos(—а).
Это свойство означает, что

у(х) = cos х есть четная

функция, а значит график
ее симметричен

относительно оси ординат.

б) cos(a + 180°) = — cos а;

хл/г
= —х,. ;

^с*+ 180о Ма

cos(a + 180°) = — cos а;

например, cos 240° =

= cos(60°+180°) - -cos60°;
47Г

COS — = COS

о
7Г

COS

в) cos(of — 180°) = — cos а;

Ма—180°

cos(a — 180°) = — cos а;

например, cos(—150°) =
= cos(30°-180°) = - cos 30°;

27г\ / 7Г

COS = COS 7Г =

з) уз
7Г

= -cos

3‘

г) cos(180° — а) = — cos а;

хЛ/Г
= —хл, ;

^180°-а Ма

cos(180° — а) — — cos а;

например, cos 120° =

= cos(180°—60°) = — cos 60°;
37г ( 7г4

COS — = COS ( 7Г 7
4 V 4

7Г
= — cos —.

4

t

_^Ma

/ 1 \

/ 1 \
/a '

1 0

\ 1 74
\t /

ГМа

^a+180'

i

/1 \

l **3Wa-180o
/ i \
/ 1 i
/ 4f /

\ 1 /
\ 1 /

0 %a 1

\ 1
/

Mx-1.80^—■

Ш0 X

180°-a
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3. a) cos с* ^ 0, неравенство выпол-

7Г 7Г

няется при
— ^ а ^ .

Учитывая полное число обо¬

ротов, получим
7Г

л ,
7Г

—+27г — — +2irk\keZ.

б) cos а < 0, неравенство вынол-

3 7Г

няется при -7г > а > —.

Обобщая, имеем

3 7Г

-7г-Ь27гА; > а> — +27rfc\кеЪ.
Ld Zd

\ 0

Ш
п

2

i &
К

2

п

0
1

\S^NS
\\'Д\Л\\

Для лучшего понимания и определения тангенса угла а рас-

АОМахм ~ АОМ0М^
(Ма G I четверти), тогда

tga =
МахМа

=

М'Мр

ОжМп ОМ0
Так как i? — 1, то ОМо = 1,
значит tg а — М'аМ^.
Вертикальная прямая,

параллельная оси Оу, проходящая

через (•) Мо, по сути является

линией значений тангенса, т. е.

числовой осью.

Аналогично можно доказать, что утверждение верно и для II,
III и IV четверти.

Примечание. Имеется в виду ордината точки пересечения

прямой ОМа с прямой MqM^, т. е. с осью тангенсов.
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III. Определение. Тангенсом угла а называется

отношение ординаты точки iVfa, единичной окружности к ее абс-

Ум(Х , _

циссе, т. е. tga = , причем точка Ма не принадлежит

оси ординат.

Примечание. Можно дать и иное определение:

тангенсом угла а называется проекция точки Ма единичной

окружности на ось тангенсов, где точка Ма получается из

точки Мо поворотом на угол а в положительном направлении.

1. а) Из чертежа следует, что tga = tg(a + 7г) =

жм(

= tg(a—7г) =... = tg(a+7rfc) =

= tg(a+180°)=tg(a-180°)
= tg(a -f~ 180°/с) | к G Z,

кУ
oo Ось
мтангенсов

так как для углов

а + irk проекция на

линию тангенсов одна

и та же.

Из чертежа также

следует распределение д

знаков но четвертям.

б) tg(-a) = - tga;
Ось
тангенсов

это свойство означает,

что у{х) = tgx —

нечетная функция (D(y) ~

симметричное

множество), а значит график
ее централыю-симметри-

чен относительно начала

координат.

>tga

0

tg(-ct)
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2. a) tga ^ 0, неравенство
выполняется при

0 (90°>а>0°).
£

Учтя, что все значения

повторяются через

каждые пол-оборота,
получим обобщение

-^+7rA;>a^7rfc|A;EZ
(или 90° +180°к > а ^ 180°к).

б) tga < 0, неравенство

выполняется при
7Г

-2<“<0
(-90° < а < 0°).

Обобщая, имеем

7Г
— — +irk<a<7rk\keZ

(или —90°+ 180°к < а < 180°к).

Ось
тангенсов

оо к Ось
*тангенсов

Аналогично можно ввести в оборот линию котангенсов со

всеми свойствами, следующими из чертежа. Рассмотрим

единичную окружность (R = 1). АОМау ~ AOM^Mq, тогда
Мае

ctg а —
¥мам°
Оу,К

м'м'

ОМЬ
•

Так как R = 1, то ОМ(} — 1,
значит ctg a = M^Mq.

Горизонтальная прямая,

параллельная оси Ож, проходящая че-

рез (-)-Ц), (т.е. (0; 1)), по сути

является линией значений

котангенса, т. е. числовой осью.

!8 £

{ Ось котангенсов

1 К 00

/1 \

/Xх' \
о Хми J X
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IV. Определение. Котангенсом угла а называется

отношение абсциссы точки Ма единичной окружности к ее

ординате, т. е. ctg а =

лежит оси абсцисс.

хма

Ума
, причем точка Ма не принад-

Примечание. Можно дать и иное определение:

котангенсом угла а называется проекция точки Ма
единичной окружности на ось котангенсов, где точка Ма получается

1. a) ctg а = ctg(a + тг) =
— Ctg(а — 7Г) = . . . =

= ctg(a + тгк) —
= ctg(а + 180°) =

= ctg(а — 180°) =

б) ctg(—а) = — ctg а.

Это свойство означает,

что у(ж) = ctgж — нечег]

ная функция (D(y) —

симметричное

множество) , а значит ее

график
центрально-симметричен относительно

начала координат.

2. а) ctg a ^ 0, неравенство вы-

7Г

полняется при
— ^

(90° ^ a > 0°).

Обобщая, получим
7Г
— irk ^ а > пк\к е 1*

(или 90° + 180°к ^ а >

> 180° А;).

Vi

—оо

\ Ось котангенсов

0 \ ctg а

н-*

\

00

\

>

.

~У\а \

Мг.И8(Гч.

yt

-ОО ctg (-a)

О ]Ма х

к Ось котангенсов

0 \ ctg а

/

•""«ч”''11 "/•

4а Д ►

l 0

ВЫ- У1

>0-оо
t

ЧJ_a 1М0 X

\ J

\ Ось^котангенсов

0 \ оо

/
2

//////А.

0/ х

3п /
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б) ctga < 0, неравенство вы-

7Г

полняется при тг > а >
—

(180° > а > 90°).

Обобщая, имеем

7Г -

7г + 7гя > а >
— -\- ттк\к Е.Ъ

(или 180° + 180°к > а >

>90° + 180° к).

—00

Vi iOci.

,<>

котангенсов

\ О)

ххшхшшт^^%[тГ^
2

~лл

Зя

\2

X

Примечание. В радианной или градусной мере измеряется а,

специально оговаривать в дальнейшем мы не будем, если по

смыслу ясно, о чем идет речь.



Вычисление значений

тригонометрических
функций любого угла

Таблица некоторых значений

тригонометрических функций

(2я/3) 120;

(Зя/4) 135°

(5я/4) 225°

(4п/3) 240'

60° (я/3)

45° (я/4)

зо°(Й

cos а

(Зя/2)

315° (7я/4)
300° (бя/3)

tea==
sma

cosа

ctga =
cosа

sina



Таблица некоторых значений тригонометрических функций 23

а° 0° СОо
о 45° 60° о

Оо 120° и-1 со СП
о

150° о
О00г-Н

sin а 0
1

2

у/2
2

х/3
2

1
л/з
2

л/2
2

1

2
0

cos а 1
Уз
2

у/2
2

1

2
0 1

ЬО
|

л/2
2 2

-1

tga 0
л/3
3

1 л/З X —\/з -1
л/3
3

0

ctga X л/З 1
л/З
3

0
ч/З
3

-1 —л/ЗX
Афад 0

7Г

6

7Г

4

7Г

3

7Г

2

2тг

Т
37Г

Т
б7Г

1Г
7Г

а° 210° о
LOСМсм to О

о 270° 300° 315° 330° 360°

sin о;

1

”2
у/2
2

Уз
2

-1
Уз
2

уГ2
2

1

tO
| 0

cos а
v/3
2

л/2
2

1

~2
0

1

2

л/2
2

V3
2

1

tga
л/з
3

1 л/5 X —л/З -1
ч/З
3

0

ctgc* V3 1
V3
3

0
Уз
3

-1 -у/3X
арад

7тг

6

57Г

4

47Г

3

37Г

2

57Г

3

7тг

4

117Г

6
2тт
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II

III

sina

I

IV

cos a tga
ctga

sin(—a) = — sina

cos(—a) = cos a

tg(-a) = - tga

ctg(—a) =
— ctga

sin(a ± 27t) = sin a

cos(a dh 27r) = cos a

tg(a ± 7г) = tga

ctg(a ± 7r) = ctga

sin2 a + cos2 a = 1

tg a
• ctg a = 1

sina = ±y/V-
cos a = ±\/Г

cos2 a

sin2 a

cos a = ±
1

sin a = ±

\/tg2 a + 1

1

\/ctg2 a + 1



Практикум 1 25

Практикум 1

1. Постройте углы:

1) косинус которых равен —0,24;

2) синус которых равен —0,25.

2. Постройте углы и вычислите значения

тригонометрических отношений этих углов, используя таблицу и

некоторые свойства тригонометрических отношений,

вытекающие из их определения:

Птг
1) а = —;

. 7тг
2) с=Т.

3. Что больше:

1) sin 1,8 или sin 2,8;

2) sin 20° или sin 20° • sin 35°?

Постройте эти углы.

^ cos 318°
4. Определите знак частного .н

tg 394°

5. 1) Существует ли sin ж = ——— и если да, то при каких

га — 1

значениях га?

2) sin а = — д/1,75. Найдется ли такое а?

3) y = 3sinx + 5. Е(у) =?

6. Вычислите:

1) а2 sin27r + Ъ2 tgO — 2abcos7r + b2 cos(—7г);

2) sin(3a + 15°) + 3ctg(90° — 2a) — tg(15° — 4a) + 2cos(—2a),
если a = 15°;
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3)

4)

4cos (_f) ct§2 (-l) - 2 sin (-f)
4 sin2 f— 2\/2 sin ^ — 1

cos3(-')+sin3(_|)
tg(-f)-cos(-j) 6

7. Решите тригонометрические неравенства, используя

тригонометрический круг:
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Решение практикума 1

1. Постройте углы:

1) косинус которых равен —0,24;

2) синус которых равен —0,25.

1) Отметим на оси Ох

число —0,24 и проведем через

эту точку хорду,

перпендикулярную Ох (по определению

cos а
—

проекция на ось

абсцисс). Получим на

единичной окружности точки Mai
и Ма2. Тогда угол а есть

объединение двух серий

углов Ct\ И OL2 с точностью до

полного числа оборотов.

cosai = —0,24; а = ai + 360°к | к Е Z;

cosqj2 — —0,24; а = а2 + 360° к]

а 1
= —

а2.

Итак, а = ±а\ + 360°fc, где к Е Z,

или а = ±а1 + 27тк (в радианном исчислении углов).

2) Отметим на оси 0у
число —0,25 и проведем через

эту точку хорду,

перпендикулярную 0у (по определению

sin о;
—

проекция на ось

ординат). Получим на единич-

М,а1

/ У

/0U,

0 \ <Мм0 _

t-l] *х
мк ^0,25/М“2нои окружности точки

и Ма2. Тогда угол а есть

объединение двух серий

углов, связанных с а\ и а2 с точностью до полного числа

оборотов.
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sin а = —0,25;

sinai = —0,25 а = а\ + 360°&

а = OL2 + 360°к
к е

или
а = ai+27rк

а = —ai+7r+27rA:
Ifc G Z

sina2 = —0,25’
Но а\ + «2 = 180°;
а = ах+360°/с
а — —ol\ -\-180° 4-360°/с

(в радианиом исчислении углов).

2. Постройте углы и вычислите значения

тригонометрических функций этих углов, используя таблицу и некоторые

свойства тригонометрических функций, вытекающие из их

определения:

117Г

Т"5
7п

~6~’

1) а =

2) а =

117Г

117Г
Выделим из числа —— целую

часть — полное число оборо-
117Г 37Г

тт

тов: —= 2п + —. На

единичной окружности отметим

угол
— (II четверть).



Решение практикума 1 29

2) По определению очевидно, что:

sin(a + 180°) = sin(а + тг) = — sin а;

cos(a + 180°) = cos(a + тг) =
= — cos а; /

tg(a +180°) =tg(a+7r) = tga;

ctg(а + 180°) =

= ctg(a + тг) = ctg a. Mi

Поэтому
7тГ

. ( 7г\
.

ТГ

sin — = sin ( 7г Н— = — sm —

6 / 6

77Г ( ТГ
,

COS — = COS 7Г + — ) =
6 V 6

COS

ТГ

6

77Г ( ТГ

tgT=tgu+-
7Г 1

=

tge =7!

1

"2’

л/3.
2

’

3
’

77Г 1

ct6^^¥
= у/1.

3. Что больше:

1) sin 1,8 или sin2,8 (используйте построение углов);

2) sin 20° или sin 20° - sin 35°?

Построим эти углы.

1.8 « 1,8 • 57° « 103° G II четверти,

2.8 « 2,8 • 57° « 160° G II четверти.

Так как уЛуГ > уЛ/Г ,

1 с ^

имi>8 *м2)8 ’
то sin 1,8 > sin 2,8.
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Тогда

2) Так как 35° G I четверти, то 0 < sin 35° < 1;

20° G I четверти, то 0 < sin 20° < 1.

sin 20° = sin 20°

sin 35° < 1

Перемножим почленно, тогда sin 20° • sin35° < sin 20°.

.

^
cos 318°

4. Определите знак частного —.
F

tg 394°

Так как 318° G IV четверти, то cos 318° > 0;

так как 394° = 360°+ 34° G I четверти, то tg394° > 0, тогда

cos 318°
< 0.

tg 394°

5. 1) Существует ли sinx —

значениях га?

га

га — 1
и если да, то при каких

2) sin а = — ^1,75. Найдется ли такое а?

3) y = 3sinx + 5. Е(у) =?

1) Так как

га

га — 1

га

га — 1

1

га — 1

2га — 1

га — 1

< 1

^ -1

<0

^0

то

га — га + 1

га — 1

га + га — 1

га — 1

7У///Л

О

т

ш
1

Ответ: при га G ( —оо;
1

m

существует sm х =
га

га — 1

2) Так как ^1,75 > 1, то — ^1,75 < —1,

т.е. sina = — ^1,75 < —1. Но sina > —1, т.е. не

существует такого а, чтобы sina = —^1,75.
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3) Так как — 1 ^ sin х ^ 1, то —3 ^ 3sinx ^ 3, тогда

2 ^ 3sinx + 5^8.

Ответ: Е(у) = [2; 8] для у = 3sina? + 5.

6. Вычислите:

1) а2 sin 2тг -f- Ъ2 tg 0 — 2ab cos тг + Ь2 cos(—7г) =

= а2 • 0 + Ъ2 • 0 — 2ab • (—1) + Ь2 • (—1) = 6(2а — Ъ)

2) sin(3a +15°) + 3ctg(90° - 2а) - tg(15° -4а) + 2cos(-2a),
если а = 15°.

Подставим в выражение вместо а его значение (15°),
получим:

sin 60° + 3 ctg 60°
— tg(—45°) + 2 cos(—30°) =

л/3 n л/З „ 2л/3
=

Т
+ 3'Т + 1 + — 2,5\/3 + 1

3)
4cos (“§) ' ct§2 (~l) ~ 2sin (~l)

4sin2 (~f) — 2\/2sin ^ — 1

л/2
4- i- (-l)2 + 2-

4'(-#) -2V2-i-l

2 + \/2
2 - \/2

4)

_

(2 + V2)(2 + V2)
=

4 + 4y/2 + 2
"

(2->/2)(2 + \/2)
~~

4-2

^(-;) + 8in»(-;)
t6(-j)-cos (-}) e5-

{4)\

3 + 2y/2

H)
-1-1

+

- + l
2^4

_3
2

+ 3 =

3 3

“_4: 2+3__2+3_^
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7. Решите тригонометрические неравенства, используя

тригонометрический круг:

1) sin2x ^ 0.

7г + 2ттк ^ 2х ^ 27г/с;

^ + 7Г& ^ х ^ 7гА; | fc Е Z.

i ^sinx
1

fyyyyv/
V^VT/S.0

1

© Jcofx

Иногда записывают 7Г /с; — + 7Г/С Ifce

2) sin ^Зх
7Г

< 0.

7Г

27Г + 27ГА: > Зх— — > 7г + 27гА;;

27г+^+27гА; > Зх > ^+7г+27г£;;
4 4

3 2 5 2
7

-7г + -7гА; > х > —7Г + -7г/с;
-г о 1Z о

5

127
2

з7

3) cos Зх ^ 0.

+ 27гА; ^ Зж ^ ^ + 27rfc;
Zi Z*

A sinx

i.
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4) cos ^2х + ^ ^ О-

3
,

7Г 7Г
^

-п-\-2тгк ^ 2х+— ^ —+2тгк;
Z о ^

—7г + 2ттк ^ 2ж ^ — + 27гА:;
о О

2 7Г

-7Г + 7г/с ^ ж ^ — + тг /о*;
3 6

*
7

2
- + тг/с; -тг + пк
6 3

|Л G zj .

5) tg - ~7г^ > 0.

тг 5
— + пк > 2х — -7г > тгк]

4
, о

5
-7Г + 7Г/С > 2ж > -7Г + 7Г/с;
3 6

2 7Г 5 7Г

3^
+

2 12Я 2

{(п*+I*1г+\к) |i€

7Г

6) tg + -J ^ 0.

. _ 71* 7Г .

7г + 7гА:^ЗхН- — > — + 7г/с;

дэтх
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Примечание. Обратите внимание на то, что в данной

задаче не совсем привычные оси координат. Так как

аргументами (углами) здесь являются выражения, зависящие

от х (а эти выражения
—

длины дуги или величины

углов), то осями (проекциями) являются cos ж и sinx.



Практикум 2 35

Практикум 2

Заполните таблицу, вычислив значения sin a, cosa, tga, ctga

для указанных углов.

a 720° to to СЛ о 300° 870° 900° -330° -630° -210°

sina

cos о;

tga

ctga

a

117Г

~3~
117Г

4~
CO
О
I

H-i 20тг

3

557Г

"IT
lln

~Y
57Г

~T
117Г

3“

sina

cos a

tga

ctga

a 1080° 405° о
ОСОсо 1 to to ел

о -300° оосмог—Н1

117Г

~4~
29тг

~~3~

sina

cos a

tga

ctga
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а 870° -630° 100 I—1 о
о

210° 315° to оо
7тг

~~з
327Г

3~

sin а

cos а

tga

ctg а:

а

13тг

4
1 toо

о -810°
557Г

(Г
21тг

2~ “п5” -7Ь
557Г

~6~

sin а

cos а

tga

ctg а

а 930° -690° 750° 675°
157Г

4~
117Г

3"
197Г

~4~
177Г
~6~

sin а

cos а

tga

ctg а
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Решение практикума 2

Заполните таблицу, вычислив значения sina, cosa, tga, ctga

для указанных углов.

a toо
о 225° о

ООСО 870° 900°
0

ОСОсо1 -630° -210°

sin о: 0
у/2 Уз 1

0
1

1
1

2 2 2 2 2

cos a 1
у/2 1 у/3

_i
л/3

0
Уз

1

2 2 2
1

~2 2

tga 0 1 -л/3
л/3
3

0
л/3
3

нет
Уз
3

ctga нет 1
ч/З
3

-л/З нет л/3 0 -Уз

a

11тг 117Г 20тг 557Г 117Г 57Г 11тг

~з~ 4~ V “з~ ~4~ 2 _т з"

sina
Уз У2 1 Уз у/2

1
у/2 Уз

2 2 2 2 2
—

1

2 2

cos a

1 у/2 Уз 1 у/2
0

у/2 1

2 2 2 2 ~2~ 2 2

tga -Уз 1
со
Î1

со
-Уз -1 нет -1 >/3

ctga i

СО
I1

со
1 Уз 1

со
1̂

со
-1 0 -1

Уз
3

a 1080° 405° о
ОСОсо -225° -300° -1020°

117Г 29тг

sina 0
У2 1 у/2 Уз Уз У2 Уз
2 ~2 2 ~2 2 2 2

cos a 1
yj2 Уз У2 1 1 у/2 1

2 2 2 2 2 2 2

tga 0 1
Уз
3

-1 Уз Уз -1 -л/З

ctga нет 1 -Уз -1
Уз
3 со

Î1

со
-1

Уз
3
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а 870° -630° о
Ог-Н001 210° 315° -240°

7тг

“У
327Г

3~

sin с*

1
1 -1

1 л/2 Уз л/3 л/3
2

~

2 2 2 2 2

cos а
л/3

0 0
л/3 л/2 1 1 1

2 2 2
_

2 2 2

tga
л/3
3

нет нет
л/3
3

-1 -л/3 —л/3 л/3

ctg а: -л/5 0 0 л/5 -1
л/3
3

л/3
3

л/3
3

а

13тг

”4”
-420° -810°

557Г

(Г
21тг

2~"
— 11-7Г

3 -7|*
557Г

~6~

sin а
л/2 л/3

-1
1

1
л/3 1 1

2 2 2
— 1

2 2 ~2

cos о;
л/2 1

0
л/3

0
1 л/З л/З

2 2 2 ~2 2 2

tga 1 -л/3 нет
Уз
3

нет -л/5
со
I1

со Уз
3

ctg а 1
л/3
3

0 —л/3 0
л/З
3

л/5 л/З

а 930° -690° 750° 675°
157Г

4~
117Г

Г
197Г 17тг

~б”
1 1 1 У2 У2 Уз У2 1

sin а

~2 2 2 2 2 2 2 2

л/З л/З л/З У2 У2 1 У2 Уз
cos а

2 2 2 2 2 2 2 2

tga
л/З
3

Уз
3

Уз
3

-1 1 >/з -1 1

00
1̂

со

ctg а л/5 л/5 У5 -1 1
л/З
3

-1 -л/З
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Тренировочная работа 1

Заполните таблицу, вычислив значения sina, cosa, tga, ctga

для указанных углов.

a со соо
о

630° 210° 420° о
От-Н00 -570° -720° 1 to to СЛ

о

sina

cosa

tga

ctga

a

117Г

1~
I'K

~T -3r
177Г

~6~
20тг

3~
137Г

~4~
117Г

2~
23тг

6~

sina

cosa

tga

ctga

a 1050°
о

ООСО to to сл
о -1080° -405° -390° 7r 11~ 71"

О

sina

cosa

tga

ctga



40 Вычисление значений тригонометрических функций.

а
57Г

-~6~
32тг

~3~
13тг

4~
1тт

т
to о

о -315° -210° 810°

sin а

cos а

tga

ctg а

а 630° 1 00 оо
117Г

6

317Г

~4~
соо

о 0
Оа>1

29тг

3~
21тг

4~~

sin а:

cos а

tga

ctg а

а 660° 840° -270° 1 00о
о -600°

157Г 7тг

~~6
107Г

т

sin а

cos а

tga

ctg а
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Решение тренировочной работы 1

Заполните таблицу, вычислив значения sin a, cos a, tga, ctg а

для указанных углов.

а 330° 630° о
От-НСМ 420° 00 1—1' о

0
-570° -720° 1 to to СП

0

sin a
1

2
-1 1

to
1

н-'‘ Уз
2

1
1

2
0

cos о;
л/З

0
V3 1

0
Уз

1
У2

2 2 2 2 2

tga
л/З
3

нет

со
1̂

со]
Уз нет

Уз
3

0 -1

ctg а -л/З 0 л/З
со
Î1

со]
0 -Уз нет -1

a

117Г 7тг 31-З-тг
17тг 20тг 13тг 117Г 237Г

~4~ “У ~6~ з~ ~Т~ 2~ (Г

sin a
У2 37Г 1 1 Уз У2

1
1

2 2 2 2~ 2 2

cos a
У2 1 Уз Уз 1 У2

0
Уз

2 2 2 2 ~~2 2 2

tga -1 -Уз 1

со
1̂

со] Уз

3
Уз 1 нет

Уз
3

ctg се -1
Уз
3

-Уз -Уз
Уз
3

1 0 Уз

а 1050°
о

оосо 225° 1 Ь—1 О00о
о -405° -390° 7Г 11-*

sin a
1

2
1

to
1̂

col У2

2
0

У2

2
1

tO|
н-* 1

~2
Уз
2

cos a;
\/3
2

1
~

2

У2
2

1
У2
2

СО
1

1

2

tga
1

CO

<4.
1

col
-Уз 1 0 -1

V3

3 Ы\Ь\ Уз
3

ctg a -y/3
Уз
з”

1 пет -1 -л/З -V3 Уз
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а
Бтг

~”б~
32тг

T
137Г

4~"
77Г

~3
240° -315°

о
ОCM1

о
от—100

sina
l y/3 yj2 y/3 кoil y/2 1

1

~2 2 2 2 2 2 2
1

cosa

Уз 1 y/2 1 1 y/2 Уз
0

2 ~2 2 2 ~2 2 2

tga
y/3
3

-y/3 -1 УЗ УЗ 1
Уз
3

нет

ctga Уз 1

СО
I1

CO
-1

CO
Î1

COI y/3

3
1 -Уз 0

a 630° -870°
117Г

”б~
317Г

Т"
1 соо

о -90°
29тг

з"
21тг

4~

sina -1
1 1 y/2 1

-1
Уз у/2

~

2
~

2 2 ~2 2 2

cosa 0
Уз Уз y/2 Уз

0
1 у/2

2 2 2 2 2 2

tga нет
CO
I>1”

Уз
3

-1
Уз
3

нет Уз -1

ctga 0 V3 -V3 -1 -Уз 0
Уз
3

-1

a 660° 840° -270° 1 00о
о -600°

157Г

~4~
7тт

~“б”
107Г

sina
Уз Уз

1
Уз Уз у/2 1 Уз

2 2
1

2 2 2 2 2

cosa
1 1

0
1 1 у/2 Уз 1

2 ~2 2 ~2 2 2 ~2

tga -Уз -Уз нет -Уз -Уз -1
Уз
3

Уз

ctga
Уз
3

-Уз 0 1

со
1̂

col Уз

3
-1 -Уз

Уз

3
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Алгебраические соотношения

между тригонометрическими функциями
одного и того же угла

Можно доказать следующие взаимоотношения между

тригонометрическими функциями одного и того же угла, отраженные

в таблице.

sin a cos a tga ctg a

sin a d=\/l — cos2 a
tga 1

±\/l + tg2a ±\/l+ctg2 a

cos a d=\/l—sin2 a
1 ctg a

±y/l + tg2 a iV^+ctg2»

tga
sin a ±\/l —cos2 a 1

±\/l— sin2 a cos a ctg a

ctg a
±>/l —sin2 a cos a 1

sin a ±\/l —cos2 a tga

Здесь знаки определяются знаком тригонометрической

функции, стоящей слева, в зависимости от того, какой четверти

принадлежит а.

4 7Г

Например, tga = —где — < a < 7г.
u z

Тогда cos a < 0, а sin a > 0, значит

в формуле cos a = ===== необходимо поставить такой

±л/1 + tg2 a
знак, чтобы косинус принимал отрицательные значения:

1 -1 3
cos a = г-—--

-

= = —— =
—,

2 /25 5

(-D1+4

а в формуле sin a = —-—

=, чтобы синус был положи-

+у1 + tg2 a
тельным:

“з 4 3 4
sin a = ===== =

Г 3 5 5

-v1+H)
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Практикум 3

1. Вычислите:

1) tga, если cosa = —0,6 при 90° < a < 180°;

3
2) sina, cosa, если tga = — -

при 270° < a < 360°;

12 7Г

3) cosa, tga, ctga, если sina = — при
— < a < 7г.

JLo Z

2. Докажите тождества:

. /sina\2 /cosa\2
. 9 9

1) + — sin a = cosz a;
}\tga) \ ctg a /

2) (1 + ctg2 a)(l — sin2 a) = ctg2 a;

1 + tg a + tg2 a 2
3) — = tg a.

1 + ctg a + ctg2 a

3. Упростите:

2 sin2 a — 1

sin a — cos a5

2) (a sin a + b cosa)2 + (a cos a — b sina)2.

4. Решите уравнения:

1) sin2 x — cos2 x + 1 = 0;

2) tgx • ctgx = cosx;

3) sin x — sin2 x + tg 45° = cos2 x + cos 45°;

2
4) tg x ~f- ctg x —

—

;
smx

cos a;

5) 7
= 0.

smx+1
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Решение практикума 3

1. Вычислите:

1) tga, если cos a — —0,6 при 90° < a < 180°.

sin a = ±\/l — ( Ф
sin a > 0, так как a G II четверти;

sina

tga = ; tga
cos a

= v/1- 0,36

0,8 4

-0,6
_

"3

2) sina, cos a, если tga = — -

при 270° < a < 360°.

a G IV четверти, значит cos a > 0, sina < 0.

i COS Ct —

'

1"
: ш cos a

1 +

sma = —\J1 — cos2 a; sina = —

у
1 -

Можно проще: так как sina = cos a • tga,
4 / 3\ 3

to sina = - • — - =

5 \ 4/ 5

\
12 7Г

3) cos a, tga, ctg a, если sina=- при
— < a < 7Г.

1 о Z

a G II четверти, тогда cos a < 0;

i cos a = ±\/1 — sin2 a i

cosa — 1
'169-144

cos a =
169

_5_
13

sina 12/5
tga = ; tga=

— : -—

cos a 13 V 13
-2,4

1
ctg a = : ; ctg a

tga
_5_
12

СЛ
|

CO
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2. Докажите тождества:

1)
sina

+
cosa

sin2 a = cos2 a.

tga J \ctg a,

Пусть L — левая часть и П —

правая часть.

sin2 a

(cos a)2 + (sin a)2 — sin2 a = cos2 a.

L = cos2 a
П = cos2 a

Вывод.
sina

tga
+

cosa

ctga

sin a ф 0

cos a/0
2

sin2 a = cos2 a есть

тождество, если a ф —к | к G Z.
£

2) (1 + ctg2 a)(l — sin2 a) = ctg2 a.

L = (1 + ctg2 a)(l — sin2 a) = ^1 +
cos2 a

sin2 a
cos2 a —

sin2 a + cos2 a

sin2 a
cos a =

sin2 a
cos a = ctg a.

L = ctg2 a
П = ctg2 a

Ь = П, если sin a ^ 0, a Ф irk | к G Z.

oN
1 + tga + tg2a 2

o) о—
= tg a.

1 + ctg a + ctg2 a
1 + tg a + tg2 a 1 + tg a + tg2 a

L =
1 + ctg a + ctg2 a i _L _L j

tg a tg2 a

1 + tg a + tg2 a 2
tgz ex.

tg2 a+tga+l
tg2a

L = tg2 a
П = tg2 a

т TT ,
Sin a ф 0 /

7Г
| ,

^Ь = П, если { . „

,
а ф —k\k eZ.

1
cos a / 0 2
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3. Упростите:

2 sin2 а — 1 sin2 а + sin2 а — 1

1)
sm а — cos а

,2 _ _,2

sm а — cos а

sin2 а — cos2 a (sin а + cos a) (sin а — cos а)
sm а — cos a sin а — cos а

= sin а + cos а при sin а ф cos а.

2) (а sin а + Ь cos а)2 + (а cos а — 6 sin а)2 =

= а2 sin2 а + 2ab • sin а • cos а + Ъ2 cos2 а +

+ а2 cos2 а — 2ab • cos а • sin а + Ъ2 sin2 а =

а" (sin2 а + cos2 а) + b2(cos2 а + sin2 а) = а2 + Ь2.

4. Решите уравнения:

1) sin2 ж — cos2 х + 1 = 0.

Так как 1 — cos2 х = sin2 ж,

то sin2 х + sin2 х = 0;
2 sin2 х — 0;
sin x = 0; x тгк I к G Z.

2) tga; • ctg ж = cos ж.

sin ж cos ж
= cos ж;

cos ж sm ж

Г cos ж ф 0

\ sin ж ф 0
’

cos ж = 1; ж = 2тгЛ:,
7Г

но ж ф —п | /с, n G Z,

значит решения нет.

3) sin ж — sin2 ж + tg 45° =

= cos2 ж + cos 45°.

sin ж = sin2 ж + cos2 ж-

— tg45° + cos 45°;
V2

sina: 1-1 +
2

’
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sin х = 'ё..
2

’

7Г

х =
— + 2пк
4

37Г
х = — + 2ттп

4

Ответ

X = 45° + 360°к

х = 135° + 360°п

| к, п Е Ъ.

Зтг
+ 27Гк] — + 27гп | /с, n G Z

| А;, п G Z, или

}■
4) tg х + ctg х = ;

sinx

sin x cos x 2
1 :—

— ~—;
cos x sin x sin x

sin2 x + cos2 x 2

sin x • cos x sinx

{
cos x Ф 0 1

. _ ; cosx =
sin x Ф 0 2

7Г

Ответ: ^ ±— + 2ixk | /с G Z

cosx— _

0;
1 + sin X

J cos x = 0

\ sinx ф —1
’

X —
— + 7r/c
z

/ ^

X ф — — + 27ГП
z

x=| + 27гА; I к G Z.

Ответ: < ^ + 2nk | к G Z

/с, n G Z;

}■
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Тренировочная работа 2

1. Вычислите:

7
1) cosa, если tga = -1- при 450° < a < 540°;

8

2) cosa, tga, ctga, если sin a = —0,6 при cosa > 0;

24
3) sina, cosa, tga, если ctga =

——

при 630° < a < 720°.

2. Докажите тождества:

1) (tg2 a — sin2 a) ctg2 a = sin2 a;

2) sin4 a + cos4 a + 2 sin2 a • cos2 a = 1;

3)
1 + ^ +

-^-=ctgV
1 I I

ctga ctg^ a

3. Упростите:

„ x w 4
sin a 1 — cos a

1 A(a) = - + —, ;
1 — cos a sin a

w ч
1 — (sina — cosa)2

2) A{a) ~
;

1 + sin2 a — cos2 a

4. Решите уравнения:

1) tg x + 1 = sin2 x + cos2 x;

2) 2 sin x + cos2 x — 2 — sin2 x\

cosx
3 7 = 0.

sinx-1
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Решение тренировочной работы 2

1. Вычислите:

7
1) cos а, если tga = -1- при 450° < а < 540°.

8

г_.
т

[ jtv^X+Л?^'
а Е II четверти, тогда cos a < 0.

1 1
cos a = —

/ ч 2 /64+225
i + (-f)

17

2) cos a, tga, ctg a, если sin a = —0,6 при cosa>0.

i cos a = ± yfl—libr^a: • (£)
L J

cosa = y/1 - (-0,б)2 = VI - 0,36 = [Ojj

tga =

ctg a

sina

cos a’

1

-0,6

tga
; ctg a =

0,8

4

“3

24
3) sina, cosa, tga, если ctga = —— при 630° < a < 720°.

a € IV четверти, значит sina < 0, cosa > 0.

"1"
! sin a = db

\/_l_ +_ct_g_2_a

1

©

sina =

cos a = ctg a • sin a; cos a

7_
25

24

У
7

25

24

25

tga =
1

ctga
; tga =

7_
24
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2. Докажите тождества:

1) (tg2 а — sin2 a) ctg2 а = sin2 а.

L = (t.g2 а — sin2 a) ctg2 а =
sin2 а

cos2 а
sin2 а

cos2 а

sin2 а

sin2 a cos2 а

cos2 a sin2 а
sin2 а

cos2 а = sin2 а.

sm а

2П = sin2 а
►Ь = П, если

cos2 а

sin2 а

sin а ф О
,

т. е. а ф — | к £ Z.
cos а ф О

2) sin4 а + cos4 а + 2 sin2 a cos2 а — 1.

L = sin4 а + cos4 а + 2 sin2 a cos2 а = (sin2 а + cos2 а)2 = 1.

L = 1

П= 1

1

Ь = П.

1

3)
1 +

t«°
+

^ _ ctg2 а.

1 “I- I

ctg a ctg2 а

1

tga;
tg2 a+tga+1

tg2 a

1 + + -Л- 1 + tg a + tg2 a tg2 a
ctg a ctg a

= ctg a.

L = ctg2 a
П = ctg2 a

/ I 7
т. e. a ф — I к G

L = П, если
sin a ф 0

cos a ф 0
’

3. Упростите:

„ ч ,, 4
sin a 1 — cos a

1) A(a) = - +

A(a)

1 — cos a sm a

sin2 a+(l—cosa)2 sin2 a+1 — 2cosa-bcos2 a

(1 —cos a) sina (1 —cos a) sina

2 —2cosa 2(1 —cosa) 2

(1 —cos a) sin a (1 —cos a) sin a sina’

т.e. A(a) = —

, если sina Ф 0.
sina
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2) А(а) =

А(а) =

1 — (sina — cosa)2
1 + sin2 a — cos2 a

1 — sin2 a + 2 sin a cos a — cos2 a

sin2 a + sin2 a

1 — 1 + 2 sin a cos a 2 sin a cos a

2 sin2 a
= ctga.

2 sin2 a

,A(a) = ctga (sina t^O).

4. Решите уравнения:

1) tg x + 1 = sin2 x + cos2 x.

tga; + 1 = 1; tgx = 0; x = 180°/c; x — пк (fcGZ).
Ответ: {пк | к G Z} .

2) 2 sin ж + cos2 x = 2 — sin2 x.

2 sinx+cos2 ж+sin2 x— 2 = 0;

0;

2 sin x — 1 = 0; sin ж = -;

2 sin x + 1 — 2

: sin ж — 1

x = 30° + 360° к

0° + 3(

+ 2nk

x = 150° + 360°n

7Г

6
57Г

| A;, n G Z и

k,n € Z.

ж + 27ГП

Ответ

6

{7Г
Л ,

57Г

6
+ 2**: т

+ 27гп | /с, n G

3) IT

COSX
= 0.

sm х — 1

Г cos х = 0

\ sin х ф 1
’

7Г

7Г

X + пк

7Г

х ф —Ь 2пп

х — — — + 27г/с; fc G Z.

Ответ
7Г
+ 2тхк I к G Z }■
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Практикум 4

1. Упростите:

tga cosce
,

1
ч

1) А(а) = + (secа );
sec а tga cos а

2) А(а) = cosa(l + tga) — sina(l + ctga);

3) A(a) = (1 — cos a)2 + (1 + cos a)2 — 4 cos2 a.

2. Вычислите:

5
1) sina, если tga = — при 180° < a < 270°;

/ ч 3 sin a • cos a

2) A(a) = —г-g 5— при ctga = -2;
2 sin a — 3 cos^ a

3) A(a) = sec2 a + cosec2 а, если tg a + ctg a = 3

/ 1
cosec a =

\ sina

3. Докажите тождества:

i\ (2 i\
sirm

1) cosafsec a — 1) = ;' v }
ctga

ctg2 a — cos2 a sin a • cos a
2

* 2
+ —:

=

ctgz a ctg a

81 sin4 a — 16 cos4 a 9

3) —— -7— -=5sm a + 4.

(3 sm a — 1 cos a) (3 sm a + 2 cos a)
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Решение практикума 4

1. Упростите:

.
., ч tga cosa _

1) Л(а) = Ь • 1ак как sec a

sec a

sina

tga cosa
TO

. / ч cosa cos a sm a • cos a cos a • cos a

A(a) = —— + - = + ;4 7 1 sma
cosa sma

sina +
cos2 a sin2 a + cos2 a 1

sma sma sma

т. e. A(a)
1 Г sin a Ф 0

:
= cosec a, если 3

f sir

\ COsm a I cos a Ф 0
*

2) A(a) = cosa(l + tga) — sina(l + ctga).

A(a) = cosa ( 1 +
sma

— sin a [ 1 +
cosa

cosa

cos a • sm a
= cos a H sm a —

sma

sin a • cos a

т. e. A(a) = 0, если

cos a sm a

cos a + sin a — sin a — cos a = 0,
sin a Ф 0

cos a/0’

3) A(a) = (1 — cos a)2 + (1 + cos a)2 — 4 cos2 a.

A(a) = 1 — 2cosa + cos2a + l + 2cosa + cos2a — 4 cos2 a =

= 2 — 2 cos2 a = 2(1 — cos2 a) = 2 sin2 a,

т. e. A(a) = 2 sin2 a.

2. Вычислите:

1) sina, если tga = — при 180° < a < 270°.

a G III четверти, тогда sina <0. ! sin a = tga

_±y^l_+_t_g_2_q \
m

sma

_5_
12

5_
12

If
1 9

5

13
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.

.,
. 3 sin а • cos а

2) А(а) = 2
—

при ctga = -2.

А(а) = з

А(а) =

2 sin2 а — 3 cos2 а

sin2 а • 3 ctg а 3ctga
sin2 a (2 — 3 ctg2 a) 2 — 3 ctg2 a

3 • (—2) -6
_

3
”

5

Итак, А(а) =

2-3* (-2)2 2-12

3"
,
если ctga = —2.

3) А(а) = sec2 a + cosec2 а, если tg a + ctg a = 3.

A(a)
1 1

cos2 a
'

sin2 a

sin2 a + cos2 a

cos2 a • sin2 a cos2 a • sin2 a

С другой стороны,
/ . \ 2

чо Л / sina cos a

(tga + ctga) = 9; ( b

• 2 i 2 \ 2
sin a + cosz a

\cosa sina

9;
'

1

9;

= 9.
cos a • sm a ) \ cos a • sm a,

Таким образом, А{а) — [9], если tga + ctga = 3.

3. Докажите тождества:

1) cosa(sec2 a — 1) =
sma

ctga*

L = cos a(sec2 a — 1) = cos a -1 =

1 — cos2 a sin2 a
= cos a •

cos2 a cosa

sma

cosa

sina

sina

ctga

L =

П =

sma

ctga
sina

ctga

=> L = П, если
sin a ■=/=■ 0
cos а ф 0

'
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2)
ctg2 а cos2 a sin а • cos а

+ —;
= 1-

ctga

sin a • cos a

ctg2 a

ctg2 a — cos2 a
+

= 1 -

L = 1

П= 1

+

ctga

sin a • cos a

cosa

3)

ctg2 a
cos2 a
cos2 a

sin2 a

т гт Г si
=> L = 11, если <

I cc

81 sin4 a — 16 cos4 a

= 1 — sin2 a + sin2 a = 1.

sin a ф 0

cos а ф 0
'

(3 sin a — 2 cos a) (3 sin a + 2 cos a)

81 sin4 a — 16 cos4 a

= 5 sin2 a + 4.

L =

(3 sin a — 2 cos a) (3 sin a + 2 cos a)

(9 sin2 a — 4 cos2 a) (9 sin2 a + 4 cos2 a)
9 sin2 a — 4 cos2 a

= 9 sin2 a + 4 cos2 a =

= 5 sin2 a + 4 sin2 a + 4 cos2 a = 5 sin2 a + 4.

L = 5 sin2 a + 4

П = 5 sin2 a + 4
П, если tga ф ±-.

о
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Тренировочная работа 3

1. Упростите:

..... 2 cos2 а - 1
1) А(а) = -

2) А(а) =

sm а + cos а

1 1 sin2 а

cos2 а ctg2 а tg2 а
’

.

/ ч / ч (sin2 а \
3) А(а) — (ctg а — cos а) Ь tg а .

\ cos а )

2. Вычислите:

5
1) sin а, ctga, если sec а = — -

при 180° < а < 270°;

2) А(а) = С°;а если cosa = 0,5 при —90° < а < 0;
1 + sm а

. 2 cos2 а — 3 sin2 а
3) А(а) = ----о о при ctga = -2.

3 tg2 а • cos2 а

3. Докажите тождества:

^
cosec a — sin a

1) к =sina;
ctgz a

. sin a — cos a cos2 a
2) x = sma

—

cosa;
1 — ctgz a sm a + cos a

(1 + ctg a) sin2 a + (1 + tg a) cos2 a

(sin a + cos a)2
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Решение тренировочной работы 3

1. Упростите:

,.
... 2 cos2 а - 1

!) Ж«) =
-г

А(а)

sin а + cos а

cos2 а + cos2 а — 1 cos2 а — sin2 а

sin а + cos a sin а + cos а

(cos а + sin a) (cos а — sin а)
= cosa — sina.

sm a + cos a

Таким образом, A(a) = cosa—sina, если cosa ф — sina.

1 1 sin2 a
2) A(a) = cos2 a ctg2 a tg2 a

л / \
sm a .o 2

A(a) = —^ ^ sm a • ctg a =

cos'2 a cosz a

1 — sin2 a sin2 a • cos2 a

cos2 a sin2 a
2

COS a 2-i 2 *2
=
—^ cos a = 1 — cos a = sm a.

cosz a

t* л / \ -2 f sina 7^ 0
Итак, A(a) = sin a, если <

, ^
.

47

[ cos a ф 0

v

л / \ / \ {sin2 a \
3) A{a) = (ctg a — cos a) b tg a .

\ cos a )

cos a \ / sin2 a sin a
A(a) = ( — cosa I I h

sin a ) \ cos a cos a

cosa(l — sina) sina(l + sina)
sin a cos a

1 — sin2 a = cos2 a.

2 ^ J sina ф 0

cos a^O'

Г ,

Л(а) = cos2 а, если <

I
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2. Вычислите:

1) sina, ctga, если sec a = —-

при 180° < a < 270°.

a £ III четверти, тогда sina < 0 и cosa < 0.

1 5 4
sec a = = —cosa = —;

cos a 4 5

sina = -yT cos2 a; sina

cos a 5
ctg a = —

; ctg a =
—- =

sma

cos a Ч- ctff a
2) A(a) = — : , если cosa = 0,5 при —90° < a < 0.

1+sina

a G IV четверти, тогда sina < 0.

sina = —>/l — cos2 a; sina =

A{a) =

ctga =

. cosa cos a(l+sin a)
COS a + V3- 1

sin a sin a cosa

1 H- sin a

0,5 1

v/3
2

1 + sin a sin a

3
'

= ctga.

Итак, A(a) ■

V3
3

, если cosa = 0,5 при —90°<a<0.

. 2 cos2 a — 3 sin2 a
3) A(a) = o при ctga = —2.

A(a) =

3 tg2 a • cos2 a

2 cos2 a — 3 sin2 a 2 cos2 a — 3 sin2 a

3sin2 a о
•

—4—

• cos a
cos^ a

3 sin2 a

2 cos2 a 3 sin2 a 2 2

3 sin2 a 3 sin2 a 3
= - ctg a — 1,
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тогда А{а) = | • (-2)2 - 1 = | - 1 = l|;
А{а) = ,

если ctga = —2.

3. Докажите тождества:

.

ч
cosec a

— sm a

1) ту
= sina.

ctgz a

cosec a — sm a

ctg2 a

— sma

sin2 a sin2 a

sma cos2 a

cos a • sm a

cos2 a
sma.

L = sin a

П = sin a
L = П при

sin a Ф 0

cos a^O

2)
sm a — cos a cos2 a

1 — ctg2 a sin a + cos a

sin a — cos a

= sma — cosa.

L =
cos2 a

1 — ctg2 a

sin a — cos a

sin a + cos a

cos2 a

^ _
cos a sin a cos a

sin2 a

(sin a — cos a) sin2 a cos2 a

sin2 a

sin2 a

cos2 a sin a + cos a

cos2 a

sin a + cos a sin a + cos a

sin2 a cos2 a

sin a + cos a

= sma — cosa.

L = sin a — cos a

П = sin a — cos a
=>Ь = П, если

sin a 0

sin a^± cos a
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. (1 + ctg a) sin2 а + (1 + tga) cos2 a
^

(sina + cosa)2

(1 + ctg a) sin2 a + (1 + tg a) cos2 a
L =

L = 1

П= 1

(sina + cosa)2

(-t
. cos ck\ • 2 I (л | sin ol\ о

1 + ШЕ) sina + i1 + cos a

(sina + cosa)2
sin2 a + cos a sin a + cos2 a + sin a cos a

(sina + cosa)2

(sina -|- cosa)2
_

(sina + cosa)2
sin a ф 0

L = П, если { cosa ф 0

sin a ф — cos a
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Тренировочная работа 4

1. Вычислите:

12
1) ctga, если sina = ——

при 180° < a < 270°;
JLo

24
2) sin/З, если ctg /3 = ——

при 630° < /3 < 720°;

g
3) sina, cosa, если ctga =

——

при 90° < a < 180°;
15

93
4) tga, если cosa = ——

при 7Г < a < -7r;

7
5) sina, cosa, если tga =

——

при 810° < a < 900°;

24
6) cosa, если ctga =

——

при sina < 0.

2. Упростите:

1) sin4 a + cos2 a + cos2 a sin2 a;

2) (,1+1~c°°aV('1+1+c”a

3)

1 + cos a J \ 1 — cos a J
’

sin2 a + 2 cos2 a 3 cos2 a

2 sin2 a — 1 1 — 2 cos2 a
’

cos a sm a

4) , о -„2 +
1 — 2 sin2 a 1 — 2 cos2 a

3. Докажите тождества:

1) (1 + tg2 a) • (1 — cos2 a) = tg2 a;

2) cos2 a + sin2 a • sin2 /3 + sin2 a • cos2 /3=1;

3) (sin a + cos a)2 + (sin a — cos a)2 = 2.
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4. Решите уравнения:

1) 1 + ctg х — cos2 х = sin2 х\

2) cos х — cos2 x + ctg 45° = sin2 x + sin 45°;

3) =

cos x
— 1

4) =

sin x + 1
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Решение тренировочной работы 4

1. Вычислите:

12
1) ctga, если sina = ——

при 180° < a < 270°;
1о

a Е III четверти, тогда ctga > 0;

| ctg a = ±
sin а |

1; (Д») etg a —
sin2 a

i;

ctga =
12 )

'169-144

144

1 25

144
5_
12

24
2) sin/3, если ctg/? = ——

при 630° < /3 < 720°;

/3 € IV четверти, значит sin/3 < 0;

1
_ ■! Ш sin /3 =

i + ctg2 p!
w K

1

1 + ctg2/?’

1 + H)'
576+49

49

I 49
625

_7_
25

3) sina, cosa, если ctga = ——

при 90° < a < 180°;
15

a E II четверти, тогда sina > 0, cosa < 0;

I sin a = ±4/ ■_

1
-2- !

1 + ctg^ a 1

sma =

1

= ±\/l— sin2 a 1

cos a =
—

1 /1 —
225

289

I 64

289 17
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9 3
4) tga, если cosa = ——

при тг < а < -тг;
41 Z

а € III четверти, тогда tga > 0;

|tga = ± 1: © tg a
cos2 a

i;

tga =

\ НУ

f 1681

81
1 =

f 1600

81

40

¥

5) sina, cosa, если tga =
——

при 810° < a < 900°;

a G II четверти => sin a > 0, cos a < 0;

Icosa = ±J I ; ф1 + tg2 a i

COS a =
—

i sin a = ±\/l — cos2 a i Цр

1576
625

24

25

sin a = \ 1
24\2
25 J

_7_
25

24
6) cosa, если ctga =

——

при sina < 0.

m f ctg a < 0
T,.

1ак как < .
Л ,

то a G IV четверти,
\ sma < 0

’ K

тогда cosa > 0.

ctg a = -

i

| cos a = ±

24 7

у,
значит tga = ;

1 + tg2 a I Ф

cosa =

\ i + ну
(576

625

24

25
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2. Упростите:

1) sin4 а + cos2 а + cos2 a sin2 а =

= (sin4 a -f cos2 a sin2 а) + cos2 а =

= sin2 a(sin2 а + cos2 а) + cos2 а =

= sin2 а + cos2 а = 1.

2) Л + 1Тсо5а") Л +
1 + <гав

{

1 + cos а ) \ 1 — cos а
у

(1 + cosa) + (1 — cosa) (1 — cosa) + (1 + cosa)
1 + cos a 1 — cos a

2 2 4 4

i i
*

i T\ 2 V • 2 ’ если
1 + cos a 1 — cos a (1 — cos"5 a) sin a

COS a 7*— 1
/ 7 I 7 Г77

,
*

а Ф nk \k G Z.
cosa 7^-1

3)
sin2 a + 2 cos2 a 3 cos2 a

2 sin2 a — 1 1 — 2 cos2 a

sin2 a + cos2 a + cos2 a 3 cos2 a

2(1 — cos2 a) — 1 1 — 2 cos2 a

1 + cos2 a 3 cos2 a

1 — 2 cos2 a 1 — 2 cos2 a

1 + cos2 a — 3 cos2 a
_

1 — 2 cos2 a

1 — 2 cos2 a 1 — 2 cos2 a
= 1, если

2 /
1

cos а Ф̂
2

J4
cosa sina cosa sina

4) , 2 +
1 — 2 sin2 a 1 — 2 cos2 a 1 — 2 sin2 a 1 — 2 sin2 a

cos a—sin a cos a — sin a cos a — sin a

1 — 2 sin2 a cos2 a+sin2 a— 2 sin2 a cos2 a — sin2 a

cos a — sin a 1

(cos a — sin a) (cos a + sin a) cos a + sin a
, если

7Г

cosa ф ± sin a; tga/±l; а ф ±— + nk | к G Z.
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3. Докажите тождества:

1) (1 + tg2 а)(1 — cos2 а) — tg2 а\

L = (1 + tg2 а)(1 — cos2 а) — ( 1 +
sin2 а

cos2 а
sin2 а =

cos2 а + sin2 а
. 2 sin2 а 2

^ sm а = ^—
= tg а.

cos^ a cosz а

=> L = П при cosa ф О,

L = П, что и требовалось доказать.

L = tg2 а
П = tg2 а
что и требовалось доказать.

2) cos2 а + sin2 а • sin2 /3 + sin2 а • cos2 /3 = 1;

L = cos2 a + sin2 a • sin2 /3 + sin2 a • cos2 /3 =

= cos2 a + sin2 a(sin2 /3 + cos2 /3) = cos2 a + sin2 a = 1.

L = 1

П= 1
(

3) (sin a + cos a)2 + (sin a — cos a)2 = 2.

L = (sin a + cos a)2 + (sin a — cos a)2 —
= sin2 ol + 2 sin a • cos a + cos2 a +

+ sin2 ol — 2 sin a • cos a + cos2 a =

= 2 sin2 a + 2 cos2 a = 2(sin2 a + cos2 a) = 2.

L = 2

П= 2

4. Решите уравнения:

1) 1 + ctg x
— cos2 x = sin2 x\

1 + ctgx = cos2 x + sin2 x; 1 + ctg ж = 1;
7Г

ctgx = 0; x = — + ттк I к G Z.

2) cos x — cos2 x + ctg 45° = sin2 x + sin 45°;

1 2 -2
cos x + 1 = cos" x + sin x + —-;

Ь = П, что и требовалось доказать.
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3) ^-=0;
COS х — 1

Г tgz - о

\ COS X Ф 1
’

( х — пк .

\Х^2т'к'пеЪ'
х = 7Г + 27тк I к Е Z.

4) -г—^—-г = 0.
sm х + 1

{
ctg х = 0

sinx ф —1
’

х =
— + тгк

/
71

X ф —— + 27ГП
Zl

7Г

х = — + 27гЛ; | fc Е Z.



Решение

простейших
уравнений

Уравнения вида cos х — т

Решить такое уравнение
—

значит найти все значения углов,

косинус которых равен числу га.

Пусть х
— множество всех таких углов.

Обозначим х = Arccos га — читается это так: множество всех

углов, косинус которых равен числу га.

Очевидно, что условие разрешимости уравнения

|га| ^ 1, т. е. —l^ra^l, так как иначе нет пересечения с

единичной окружностью.

Так как а2
= —скъ то запись может быть иной.

х = Arccos га = ±а\ + 27тк | к Е Z.
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Так как на отрезке [0; 7г] косинус принимает все значения

от —1 до 1 только один раз, введем обозначение главного

угла. arccos 7П, принадлежащего [0;7г], косинус которого

равен га.

I. Определение. Арккосинусом числа га называется

главная дуга или угол arccos т, принадлежащий отрезку [0; тг],
косинус которого равен числу га.

Отметим очень важные свойства:

1. По определению cos(arccosra) = га.

Тогда Arccos га = ± arccos га + 2irk,
т. е. х = ± arccos га + 27тк I к Е Z

2. arccos(—га) — тт — arccos га

Примечание. В функциях и уравнениях дуги и углы

изменяются в радианной мере, т. е. являются числами.

Представим графическую
иллюстрацию:

Примеры решения уравнений вида cos х — m

3 3
1) cosх = х = ± arccos - + 2iтк I к £ Z.

4 4

но arccos

Тогда х = ±-7г + 27тк | к G Z.
6
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у/2 л/2
3) cos Зх = Зх = ± arccos + 2irk, тогда

,
1 >/5,2. х/2 7Г

а; = ±- arccos —— Н—жк, но arccos— = —.

3 2 3 2 4

,
1 я- 2

,
Значит ж = ±- • — + -7гк.

о 4 о

7Г 2
Итак, х = ±— + ~тгк \к eZ.

1Z о

4) cos (at + jj) = -i;

2х + ~ = d= arccos 1 —х ) + 2тгк, но

6 \ 2)
( 1\ 1 7Г 2

arccos —-

— 7г — arccos - = 7г — — = -7г.

V 2у 2 3 3

7Г 2
Тогда 2х + — = =Ь~7г + 2тгА:, значит

6 3

7Г 2 7Г 7Г

2х = —— ± -7Г + 27гА;, т. е. х = —— ± — + тгк | A: Е Z.
6 3 12 3

5) (3 cos х + 7г) (4 cos х — 7г) = 0;

3 cos х + тг = 0

4 COS X — 7Г = 0
’

7Г

cos х =
—— ^ [—1; 1] (ж > 3)

и

7Г

cos х =
— G [—1; 1]

7Г 7Г -

Итак, cos х = —, значит х = ± arccos — + 27гп | п £
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Уравнения вида sina? = т

Решить такое уравнение
— значит найти все значения углов,

синус которых равен числу га.

Пусть х
—

множество всех таких углов.

Обозначим х = Arcsinra — читается это так: множество всех

углов, синус которых равен числу га.

Очевидно, что условие разрешимости уравнения |га| ^ 1,
т. е. — 1 ^ га ^ 1, иначе пересечения с единичной

окружностью пет.

х — Arcsin га =

,
7Г 7Г

а\ + 27г/с, если — — ^ а\ ^ —;
Z Z

7Г 37Г
Of2 + 27rfc, если — ^ «2 ^ —.

Z Z

(| —

знак составной функции, т. е. состоящей в данном случае

из двух частей.)
Так как а2

= 7г — щ, то получим две серии решений:

х = а\ + 27Гк

х = 7г — а\ + 2пк

Так как на отрезке

или х = (—1) ai + тгк | к G Z.

7Г 7Г

2’2
синус принимает все значения от

— 1 до 1 только один раз, то введем главный угол а\
= arcsinra

7Г 7Г

, синус которого равен га.из отрезка
2’ 2
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II. Определение. Арксинусом числа га называется

главная дуга или угол arcsin га, принадлежащий отрезку
7Г 7Г]
—;
—

, синус которого равен числу га.
2 2

Отметим очень важные свойства:

1. sin(arcsin га) = т (но определению).
х = arcsin т + 2ттк

Тогда
х = 7г — arcsin га + 2тгп

к,п G Z

или х = (—1) arcsin га + ттк \ к G Z

2. arcsin(—m) = — arcsin га.

Приведем графическую

иллюстрацию:

Примеры решения уравнений вида sin х = тп

2 2
1) sinx = х = (~1)к arcsin - + ттк \ к G Z.

и О

2) sinx = — х = (—1)к arcsin ^ + тгк,

arcsin ( — -

| =
- arcsin - = — Тогда

V 2 2 6

но
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\/з / и \/з VS
3) sin2x = —2х = (—1) arcsin —-+7rfc, но arcsin =

Z Zi Zt

Тогда 2x = (~l)k •

Tj- + 7r/c; x = (—l)fe • ^ + —fc | к E Z.
O D Z

4) sin -f ^
Зж + ^ = (—l)fe arcsin

J
+ 7r^> H0

• ( V2\ .л/2 тг

arcsin = — arcsin — = —1огда
^ 2 J 2 4

3x + \ = (-!)*• (_j) +rt; 3x = -^ + (-i),!+1' j+’r*=;

* = -= + (-!)«-i + ^itez.
5) (3sin2x — 2) (\/2sinx — 2) = 0;

3 sin 2x — 2 = 0

л/2 sin x — 2 = 0
’

i; i].
sinx = y/2 0 [—1; 1]

sin 2x = - E
о

2 ,2
sin2x = 2x = (—1) arcsin —h пк \ к E Z;

о о

ж = i(—l)fc arcsin ^ | к E Z.
Z о z
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Уравнения вида tg х = т

Как было доказано (см.
определение tga), прямая,

параллельная оси Оу и проходящая

через точку (1; 0) — есть ось

тангенсов, значит га = MMq =

= tga.

х — Arctg га множество всех

дуг или углов, тангенс которых

равен числу га.

_ / 7Г 7Г

Так как на интервале ( — —;
—

\ Z Z

ния от
—оо до оо только один раз, то положим arctg т

7Г 7Г

тангенс пробегает все значе-

ai

главным углом из интервала ;
—

J , тангенс которого ра¬

вен т.

III. Определение. Арктангенсом числа т называется

главная дуга или угол arctg m, принадлежащий интервалу
7Г 7ГN

2— j , тангенс которого равен числу т.

Отметим очень важные свойства:

1. tg(arctgm) = га (по определению).
Тогда х = arctg га + пк \ к G Z.

2. arctg(—га) = — arctg га

Приведем графическую
иллюстрацию:
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Примеры решения уравнений вида tg ж = т

1) tg х = 2; х = arctg 2 + irk | к G Z.

л/з ( ,

2) tga; = ——; х — arctg I —— I + 7rк, но

( , \/3 7Г 7Г

arctg I —— I = -arctg— =
--, значит х = --

3) tg2x — 1; 2х = arctg 1 + пк, но

7Г 7Г 7Г 7Г .

arctg 1 = —, значит 2х = — + 7г/с; х = — + —/с |
4 4 8 2

4) tg ^Зх — ^7= л/З; Зх — ^7г = arctg \/3 + 7г/с,

но arctg л/3 = .

о

гтл
3 7Г

, 0
3 7Г

Тогда Зх — -7г = — + 7г/с; Зх = -7г + — + 7гас;

13
,

13 7Г .

Зх = —7Г + 7Г/с, т. е. х = —7Г + —/с | fc G Z.
1Z оО О

5) 2sinx + 3cosx = 0;

2sinx = —3cosx. Разделим на 2cosx ф 0:

tgx = —1,5; х = arctg(—1,5) + тгк | к G Z.

6) л/Зсов ^2х — ^ — 3sin ^2х — ^ = 0;

3sin ^2х — ^ = \/3cos ^2х — ^
Разделим на 3cos f 2х — ^ j ^ 0:

+7г/с|/cGZ.

fc G Z.



Уравнения вида ctg ж = т 77

Уравнения вида ctg х = т

Как было уже доказано, прямая, параллельная оси Ох и

проходящая через точку (0;1), есть ось котангенсов, значит

т = MqM = ctga.
х = Arcctgm — множество всех дуг или углов, котангенс

которых равен числу га.

Так как на интервале (0; 7г) котангенс пробегает все свои

значения только один раз, то обозначим arcctgra = а\ главным

углом из интервала (0; 7г), котангенс которого равен га.

IV. Определение. Арккотангенсом числа т называется

главная дуга или угол arcctg т, принадлежащий

интервалу (0;7г), котангенс которого равен числу ш.

Отметим очень важные свойства:

1. ctg(arcctgra) = га (по определению).
Тогда х = arcctg га + тгк \ к G Z.

2. arcctg(—га) = 7г — arcctgra. Ось котангенсов

Приведем графическую
иллюстрацию: arcctg (~tn)

m оо
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Примеры решения уравнений вида ctg х — т

2 / 2\
1) ctgx = —х = arcctg [ — - J + 7г/с, но

arcctg ( = 7г - arcctg Q
2

Тогда х = 7г — arcctg —Ь пк | к Е Z.
о

2) ctgx = л/З; х = arcctg \/3 + 7г/с, но

/ ^
I I I Г77

arcctg уЗ = —, тогда х — —Ь пк \к Е
6 6

3) ctg2x = 3; 2х = arcctg 3 + 7Г/с, тогда

1 7Г -

х = - arcctg 3 + —А; | /с Е
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Практикум 5

1. Упростите:

„ ч ctg a sin а
1 ) 1" ~1 5

cosec a ctg а

2)
cos3 а — sin3 а

1 + cos а • sin а

2. Докажите тождества:

^ tg2 а — sin2 а
. 2

1) = sin а;

tgz а

. sm х sm х + cos х

2) к = sinx + cos х\
sm х — cos x tgz x — 1

з)
sin6 a — cos6 a

(1 — sina • cos a) (sin a — cosa)
= (sina + cosa)(l + sina • cosa).

3. Вычислите:

3
1) cosa при ctga = —если 90° < a < 180°;

7
2) sec а при sina = —

—, если 270° < a < 360°;
AО

sin a ts a

3) — при sina = —0,5, если —90° < a < 0°;
1 + cos a

3 sin a+ 4 cos a 1
4) ; при tga =

cos a — sm a 3

5) tg3 a + ctg3 а, если tg a + ctg a = 3;

6) sin4a — cos4а, если tga = 2.
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4. Решите уравнения:

1) «*(!*-§) = !;

2) 2 sin = л/2;

3) cos ^ = \/3sin ^х + ^ ;

4) 4sin3 ж = sinx;

5) 4 cos3 х — cos х = 0;

1 + cos 2х
6) = 0;

cos X

1+COS3X
=0;

2sin x + v3sina:

cos 2x
8) = 0.

1 + tga;
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Решение практикума 5

1. Упростите:

ctg a sin а
1) —5— +

cosec а

cosa

sm a sin а

ctga

1 sin a cos а

■ * i—
*

1 sma

cos а • sm а

cos а +
sm2 а

sma

cos2 a -f sin2 a 1

+
sin2 a

cosa

cosa cosa cosa

sin a Ф 0
/

irk
,

cos a Ф 0 2

2)
cos3 a — sin3 a

1 + cos a • sin a

(cos a — sin a) (cos2 a + cos a • sin a + sin2 a)
1 + cos a • sin a

(cosa — sina)(l + cosa • sina)
1 + cos a • sin a

при cosa • sina ф —1;

cos a — sm a

0,

cos a = 1

sina = —1

cos a = —1

sin a — 1

т.e. не существует a, при котором cosa • sina = — 1.

2. Докажите тождества:

4 tg2 a — sin2 a
. 9

1 ■

,,
= sm a;

tg"5 a

tg2 a — sin2 a
^ . 9 9

L = — = 1 — sm a • ctg a =

tgz a

= 1
sin2 a • cos2 a

sin2 a

L = sin2 a
П = sin2 a

= 1 — cos2 a = sin2 a;

sin a/0 7Гk
L = П при ^ — I k G Z.H ’

cosa Ф 0
^

2
1
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2)
sin2 х sin х + cos х

= sinx + cos ж.
sin x — cos x tg2 x — 1

_ sin x + cos x sin x + cos x
1ак как

tg2 x 1
- 1

(sin x + cos x) cos2 x cos2 X

sin2 x cos2 x

L =
sin2 x

sin x — cos x

sin x + cos x

TO

sin x — cos x tg2 x — 1

sin2x cos2x

sin x — COS X sin x — COS X

(sinx — cos x) (sinx + cosx)
sm x — cos x

L = sin x + cos x

П = sin x + cos x

sin2 x — cos2 x

sm x — cos x

= sinx 4- cosx;

/ I j
__

при а ф ±— + 7Г&; а ф — + 7rn | /с, n E Z.
4 z

3)
sir ce cos6 a

(1 — sina • cos a)(sina — cosa)
= (sina + cosa)(l + sina • cosa).

L =
sin6 a cos6 a

a)

(1 — sina • cos a)(sin a — cosa)

(sin3 a — cos3 a) (sin3 a + cos3 a)

(cos2 a — sin a cos a + sin2 a) (sin a — cos a)
’

sin3 a — cos3 a (sin a — cos a) (sin2 a+sin a • cos a+cos2 a)
sin a — cos a sin a — cos a

2
„ _

6)

sin a + sin a • cos a + cos2 a = 1 + sin a • cos a;

sin3 a -f cos3 a

sin2 a sin a • cos a + cos2 a

_

(sin a + cos a) (sin2 a — sin a • cos a + cos2 a)
sin2 a — sin a • cos a + cos2 a

= sin a + cos a; поэтому

L = (sina + cosa)(l + sina • cosa);
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L = (sina + cosa)(l + sina • cosa)
П = (sina + cosa)(l + sina • cosa)

=> L = П при

7Г

sin a ф cos a; a ф — + пк \ к G

J sin a = 1

\ cos a = 1

sina = — 1

cosa = —1

0sin a • cos a ф 1, так как иначе

то всегда sina • cosa ф 1.

7Г

Таким образом, при а ф — + irk\k £ Z данное

равенство — тождество.

3. Вычислите:

3
1) cosa при ctga = —если 90° < a < 180°;

a G II четверти, значит cosa < 0.

! cosa — ±а
1 + tg2 a ©

cosa
1 + tg2 a

3 4
ctga =

—

-, следовательно, tga =
—

тогда
т: U

cos a = —

\

i

i + H)'

2) sec a при sina = —

—, если 270° < a < 360°;
25

a G IV четверти, тогда sec a > 0;
1

sec a =

sec a =

y/\ — sin2 a

1
sec a =

cosa

i-B)2 v
625-49 24

625 25

25

24
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sin a “I- tff а

3) — при sina = —0,5, если —90° < a < 0°;
1 + cos a

a G IV четверти, следовательно, tga < 0;

sm a + tg a ( ,
sm a

= I sm a +
cosa

1

1 + cos a

sin a • cos a + sin a

cosa

sina(l + cosa)

1

1 + cos a

1 + cos a

1 sina

i tg a = ±

cosa

sina

vi.

1 4- cos a cos a

O tga =

= tga;

sina

vT
• 2

sin a

tga =
-0,5

Итак,

\Л - (-0,5)2

sin a + tg a

_1_
71

4)

1 + cos a

3 sin a + 4 cos a 1
: при tga =

cos a — sm a 3

3 sin a + 4 cos a

cos a — sm a

cosa ' (3- iisf +4)
_

3 tg a + 4

H) + 4

1 + 1

cosa

-1 + 4

4
3

(I
sina\
cosa J

1 - tga

9

4
2,25

5) tg3 a + ctg3 a, если tg a + ctg a = 3;

tg3a+ctg3a = (tga+ctga)(tg2a —tga-ctga+ctg2a) =
= (tga + ctga)(tg2a + ctg2a- 1).
Так как (tga + ctga)2 = 9,

tg2 a + 2 tg a
• ctg a + ctg2 a = 9;

tg2 a + 2 + ctg2 a = 9;

tg2 a + ctg2 a = 7, to

tg3 a + ctg3 a = 3 • (7 — 1) = 118 I.
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6) sin4 а — cos4 а, если tga = 2.

sin4 а — cos4 а = (sin2 а + cos2 a) (sin2 а — cos2 а) =

= 1 • (sin2 а — cos2 а) = 1 — 2 cos2 а.

9 1 9 1 1
Так как cos a = к—, то cos a = =

-, тогда
1 + tg2 a 1 + 4 5

9 12 3
1 — 2 cos2 a = l — 2-- = 1 — - = -;

5 5 5

Следовательно, sin4 a — cos4 a =

4. Решите уравнения:

, если tga = 2.

-n i2 *

1) cos ( 3®
-

3
= i;

2 7Г iii m
2 7Г

-x — — = 2nk | k G Z; -x = — + 2nk]
о о о о

х =
— + Зтгк | к G Z.

Ответ: | ^ + 37г/с | A; G .

2) 2 sin - 0 = \/2;

sin

Зж
_

1

Т-2
Зж

Т'
Зж 1

v/2.
2

’

1 = ^ + 2-кк I к е Z
2 4

37Г
— = — + 2тгп InGZ
4 2 4

7Г + 2 87Г
, , ,

_

ж = — 1- —к | к G Z

37Г + 2 87Г .

'

ж = — 1- —п \ п€/
О О

Ответ:
7Г + 2 87Г 37Г + 2
—+ yfcl

—

Зх 7Г 1

T=4
+ 2+2rf

Зх 37Г 1

т
=

т
+ - + 2„п

8тг
, ,

1
+ —п | к,п е ъ >.
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3) cos ^ х + ^ = \/3sin ^х +
ctg ( х + ^ j = л/3; х + ^ ^ + тгк | к G Z;

7Г 7Г 5п — бтг

30
х = — — — + 7г/с; х =

6 5

х — —^ + 7г/с | /с G Z.

Ответ: ^-+7r/c|/cGZ^.
ои

+ тгк;

4) 4sin3x = sinx;

4 sin3 х — sin x = 0; sin x(4 sin2 x — 1) = 0;

sin x(2 sinx + 1) (2 sinx — 1) = 0;

sin x = 0

2 sin x — 1 = 0;
2 sin x + 1 = 0

sin x = 0

1
sm x = -

2

sinx = —:

7Г
X = d=— + 7Г& | /с <E

X = 7ГП I n G Z

Ответ + 7г/с; 7Г72 | /с, n G
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5) 4 cos3 х — cos х = 0;

cos х(2 cosx — 1) (2 cosx + 1) = 0;

cos x = 0

1
cos x = -

2

cosx = — -

2

Ответ

7Г

x = =h— + irk | к G
о

7Г

x =
— + irn\n £ Z
Z

7Г
+ тт/с; — + 7гп I /c,n G

z '■}
6)

1 + cos 2x

cosx
= 0.

1 + cos 2x = 0

cos x Ф 0

cos 2x = —1

cos x ф 0

2x = 7Г + 27t/c I к G Z

7Г

X 7^ — + 7ГП | 71 G
z

x = + тгк\к E Z
z

7Г

x^ — +7rn|nGZ

Ответ: решений нет.

0.
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7)
1 + cos Зх

2 sin2 х + у/3 sin х

1 + cos Зх = О

— 0;

2 sin х | sin х + J ф 0
’

r

cos Зх = —1

sin х ф 0

. , ч/З
;

Sin X ф ——

Зх = 7г + 2ттк

X ф ттп

7Г

хф(-1У+1-+Ш

тг 2
т. е. х = — + -7гк.

о о

С учетом исключений

(см. рисунок) получаем

ответ.

Г
Ответ: { х = — + 2птк \ к Е



Основные

тригонометрические
формулы

Формулы приведения

Для решения тригонометрических задач будут использоваться

следующие формулы приведения:

CD СШ

cos(a + 90°) = — sin а ctg(a + 90°) = — tga

cos(a — 90°) = sina ctg(a — 90°) = — tg a

sin(a + 90°) = cosa tg(a + 90°) = — ctg a

sin(a — 90°) = — cos a tg(a — 90°) = — ctg a

cos(90° — a) = sina ctg(90° — a) = tga

sin(90° — a) — cosa tg(90° — a) = ctga

cos(a + 180°) = — cosa ctg(a + 180°) = ctga

cos(a — 180°) = — cosa ctg(a — 180°) = ctga

sin(a +180°) = — sin a tg(a + 180°) = tga

sin(a — 180°) = — sina tg(a — 180°) = tga
eО01II1

о
О00г-ЧСОо ctg(180° — a) = — ctga

sin(180° — a) = sina tg(180° — a) = — tg a

cos(a + 270°) = sina ctg(a + 270°) = — tg a

cos(a — 270°) = — sin a ctg(a — 270°) = — tga

sin(a + 270°) = — cosa tg(a + 270°) = — ctga

sin(a — 270°) = cosa tg(a — 270°) = — ctg a

cos(270° — a) = — sina ctg(270° — a) = tga

sin(270° — a) — — cosa tg(270° — a) = ctga
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Конечно, запоминать все эти формулы не нужно, достаточно

понять простые правила:

1. Если изменение угла а происходит на 90°; 270°;
(2к — 1) • 90°, то название тригонометрических функций
меняется на ко-функцию, т. е. косинус на синус и

наоборот, тангенс на котангенс и наоборот.

2. Если изменение угла происходит на 180°; 360°; ...;

180° • то название функций не меняется.

3. Знак полученной после упрощения функции определяется

по знаку исходной функции в левой части равенства в

зависимости от того, в какой четверти функция была задана,

полагая, что а принадлежит I четверти.

Аналогичное правило выполняется для углов, заданных в ра-

дианиой мере. Обобщим:

— sin а, п
—

нечетное

sma, п — четное

—

cosa, п— нечетное

cosa, п — четное

3. tg(a + 7гп) = tga Vn G Z;

4. ctg(a + 7Гn) = ctga Vn G Z;

5. sin ^a + “(2n — 1)J
6. cos ^a + 7^(2™ — 1)^
7. tg (a + |(2n- 1)^ = -

8. ctg + ^(2n- 1)^ = -

cosa, n — нечетное

—

cosa, n — четное

—

sma, n — нечетное

sina, n — четное

= — ctg a Vn G Z;

= — tga Vn G Z.
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Практикум 6

1. Докажите тождества:

1) ctg(90° — a)[cos(360°+o;) — sino;] + -

sin а а

cosec а + ctg а

2)

cos
/ 7Г 7Г

V2
“

5,)sin (s + !)+!
cos2 ^ I + s) — cos2 (

2

1

сл|
Ц

1

7Г
.

7Г

+ cos — = sm —

5 5

3)

cosec f— cosec ^7r — | j
tg(a + 7r) — sin(7r + a)

ctg(n + a) + sec - a)
-ctgfa + |^ fsinf|-a) +cos(| + a)] =

2 - cosec2 (| + a) /_.

4) 1 9 V r+ctg2(?-“ =_1-
1 —2cos"!(7r — a) \2

'

2. Решите уравнения:

= sina;

sina;



92 Основные тригонометрические формулы

7) 8 sin2 х — (6 — 4>/3) sin х — Зу/З = 0;

8) 2 cos2 х + sin2 х — 3 sin х • cos х = 0;

9)1 — sin х • cos x + sin x — cos x = 0;

10) 4 sin3 2x = sin 2x;

11) 2cos2 ^ — x^ = 3sin(l,57r + x);

12) 2 cos2 x — cos x • sin x = 0;

13) 2 cos(x — 1,57t) — 5 cos(x + 7r) = 0;

14) sin2 x — y/3 sin x • cos x = 0;

15) 2(cos4 x — sin4 x) = 1;

coe2x_ =
1 + tgx

1-2COS2X
=

cos 2x — 2

18) = 0.
sm 5x

3. Решите неравенства:

1) у/2 — 2 sin x > 0;

2) cosx > —

3) 2sinx + y/3 ^ 0;

4) 2 cos x < y/2.
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Решение практикума 6

1. Докажите тождества:

sin а Ч- а

1) ctg(90° — a)[cos(360°+o;) — sinalH =sino!.
cosec a + ctg a

L — ctg(90° — c*)[cos(360o+a) — sinajH—s'na+tgQ _

cosec a+ctg a

, sin a
sm a +

——

= tga(cosa — sina) H —

i
cosa

sina sina

■

4
sin2 a cos a + 1

tgafcosa
— sma) H

cos a 1 + cos a

sin a sin2 a sin2 a
cos a 1 = sm a;

cos a cos a cos a

L = sin a I
T ^ /

7Г -

-T
. => L = П при a Ф —k U:GZ.

n=sma 2

J cos a^O

| sin a ф 0

J2cos(i~i)sin (i + f) + 1

cos2 (i + i) - cos2 (тг - jf)
2

cosec (f + f) ~ cosec (тг — ^)

J2cos(l~l) •sin(f+f)+1
a) -v

7Г
.

7Г

+ COS — = sin —.

5 5

cos"

^2 sin ^-cos ^+1 ^sin2^+2 sin~ • cos^+ cos:2
7Г

5

• 2?r 2^r � 2 ^ 2 к
smz

g
— cos^

g
smz

g
— cosz g

7Г , 7Г

Sin
g
+ COS

g

(sin \ + cos it) (sin \ - cos sin | - cos |
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б)
cosec +

у^ — cosec ^7г — ^
2

(sin (l + 10)
1
- (sin (’г - I))

2
7Г 7Г

sm
^

• cos
g

7Г 7Г
sm ^

— cos
5

Теперь преобразуем левую часть уравнения:

L =
2cos(j-f)sin(j + §) + 1

COS' (| + l)_cos2(„-l)

(l + f) -cosec (ж -1)
+ COS

7Г

cosec

7Г 7Г
Sin ^

— COS F

2
7Г 7Г

Sin
5

• COS
^ 7Г

= + cos -

5sm
g
— cos

g

Io
• 7Г 7Г

z sm
g

• cos
g

sin COS

7Г

-fcos- =
5

/ • 7Г 7Г \ ^

VSm5 -COSgJ
7Г 7Г

sm
g

— cos
g

H-cos

7Г 7Г 7Г
.

7Г
= sm — — cos — + cos — = sm —.

5 5 5 5

т
•

7r

L = sm —

5

П = sin
7Г

=> L = П, что и требовалось доказать.

з)
tg(a + 7г) — sin(7r + а)

ctg(7r + а) + sec — а^
ctg а +

7Г 7Г

sm ( - — а I + cos I - + а

7Г
= sma.
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^
tg(a + 7г) — sin(7r + а)

ctg(7r + а) + sec — a'j
- ctg (а + ^sin (| - а) + cos ^ + а

sin а + tg а , ч
—

h tg а
• (cos а — sin а) =

etga + —-п,—уcos( 2 —а)

= tg а • cos а — tg а • sin а +

, sin а

sma Н
cosa

cos л I 1

sina sina

( cosa+1 \
2
a sma(-^r)sm

= sma h
COSa sina(COSQ: + 1.)

sin2 a sin2 a
.

f sin а Ф 0
= sma 1

— J= sina; |cos a cos a
’

\ cos а ф 0

L = sin a I
T

__

/ 7Г, -

_ . => L = П при а Ф —k \k G Z.
ll=sina 2

2 — cosec2

4)
1 — 2cos2(ir — a)

+Ctg
V2

2 — cosec2 ^ + a^
1 — 2cos2(-7t — a)

Ctg2
\ 2 “j

)
1

•шг(;+а) 2~Ш^
, . 2

1 -W..
+ tg a =

1 — 2cos2a
“

2 cos2 a—1
0

cos2 a , . 2 1 sin a:

+ tgJ a = +
1 — 2 cos2 a cos2 a cos2 a

— 1 + sin2 a

cos2 a
= -i;
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L = П при <

2. Решите уравнения:

7Г

а Ф ±— + 7гк
4

7Г
к,п Е Z.

O' ф — + 7ГП

Z

1) 2 cos ^2ж — ^ + л/з = 0. cos (2х — ^
тг / 7г\

„ ,
.

, „ 7Г,57Г
2х-- = ±|*--1 +2шк\к€Ж-, х=-±-

Ответ: I пк\к Е Z
I 1Z JLZ }•

2) cos | ^ 1 —1 = 0. cos ( \х — ^ ) =1;'

V3 з/ V3 зу
2 1 1
-ж — - = 27Гк \ к Е Z; х — - + Зпк \ к G Z.
О о Z

Ответ: ^ ^ + 37г/с | к £ Z .

+ тгк.
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5) \/3sin (ж + ^0 + cos (ж + ^0 = 0.

ctg (ж + y^) = —л/3; ж + ^ ~ +7гА;| A; G Z;

Ж = —— + 7Гк.
4

Ответ: | —^ + 7rfc | G z| .

6) 6 sin2 х — sin х — 2 = 0.

Очевидно, что здесь квадратное уравнение.

1 ± х/1 + 48 1±7
(sinx)ij2

12 12
’

sm х — —;
2’

sm х = -;
3’

ж = (-l)fc ^-0 + 7гА; | А: € Z;

2
х — (—l)n arcsin - + тгп | п G Z.

о

Ответ: |(—l)fc 0 +7Г&; (—1)” arcsin ^+7ГП I &,n € z|.
7) 8 sin2 ж — (6 — 4\/3) sin ж — 3\/3 = 0.

-2у/3 + 3 ± J(2\/3)2 + 12^3 + 9

(S'nl)l,2 =
g

-

—2л/3 + 3 ± (2л/3 + 3)

smx

sinx =

2
х = (—l)fc+1^- + пк | к G Z;

о

x = (—l)n arcsin f ~ j + 7rn | n G Z.

Ответ: |(—1)/с+1^+7г/с; (—l)narcsin^^ +7rn| &,n G z|.
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Однородным тригонометрическим уравнением n-й

степени называется уравнение вида

Ао sinn х + Ai sinn_1 х cos ж+

+А2 sinn_2 х cos2 х + ... + An cosn x = 0.

Примечания.
1. При n = 1 Aosinx + Aicosx = 0 —

уравнение первой

степени.

При п = 2 Aosin2x-\-Aismx-cosx + A2COS2x = 0 — уравнение

второй степени и т. д.

2. Если в однородном уравнении sinx = 0, то тогда и cosx = О

и наоборот, что одновременно выполняться не может.

Значит, возможно поделить обе части уравнения на (sinx)k или

(cosx)k (к ^ п), и при этом потери корней не произойдет.

8) 2 cos2 х + sin2 х — 3 sin х • cos x = 0.

Здесь мы имеем дело с однородным уравнением.

Поделим обе части уравнения на sin2 х, получим

2 ctg2 х + 1 — 3 ctg х = 0;
Я 4- у/9^8 3 ± 1

~4
“

4
5

х = ~ + тгк | к G Z;

х = arcctg - + 7гп | п £ Z.

Ответ: |
— + 7г/с; arcctg ^ + пп | /с, п Е Z

9) 1 — sin х • cos х + sin х — cos x = 0.

1 + sin x — (sin x • cos x + cos x) = 0;

1+sinx — cosx(sinx-bl) = 0; (sinx + 1)(1 — cosx) = 0;
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10) 4 sin3 2х — sin 2х.

sin2x(2sin2x — l)(2sin2x -f 1) = 0;

sin 2x — 0

sin 2x =\
2

sin 2x — —
2

x = ^k2

2x = 7rk

2x = (—l)n— + 7ГП

6

2x = (-1)* (-0 + 7rt

* = (_1)n7^ + ттп \k,n,tez.

Ответ: «5

(~1)‘ + \Ь\G z}-
11) 2 cos2 ^ = 3 sin (1,57t + x).

2 sin2 x — —3cosx; 2(1 — cos2 x) + 3cosx = 0;

2 cos2 x — 3 cos x — 2 — 0;
3 ± y/9 + 16 3 ± 5

(cosx)i,2 = = ;

а) cosx = 2;
2 £ S(y = cosx); 2 0 [-1; 1],
тогда x G 0.

б) cos x = — ^;
x = ± ^7Г — ^ + 27Гк | к G Z;

.
27Г

X = ±— + 27t/c.
о

Ответ: + 27г£; | к G Z .
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12) 2 cos2 х — cos х • sin х = 0.

cos х • (2 cos x — sin ж) = 0;

cos x = 0

tg x = 2
’

x =
— + пк

x = arctg 2 + 7rn

j fc, n £ Z.

7Г

Ответ: |
— + 7r/c; arctg 2 + 7rn | fc, n £

13) 2cos(x — l,57r) — 5cos(x + 7r) = 0.

—2 sin x + 5 cos x = 0; tg x = 2,5;

x = arctg(2,5) + 7rfc | £ Z.

Ответ: (arctg(2,5) + 7г/с | к £ Z} .

14) sin2 x — л/З sin x • cos ж = 0.

sinx (sinx — \/3cosx) = 0;

sin x = 0

ctgx =
± ’

x = irk | к £ Z;
7Г

X = — + 7ГП | П £ Z.
o

Ответ + 7ГП I fc, 77, £ Z }
15) 2(cos4 x — sin4 x) = 1.

2 (cos2 x — sin2 x)(cos2 x + sin2 x) = 1;

2(cos2 x — sin2 x) = 1; 2(cos2 x — 1 + cos2 x) =

cos x =

4’

cosx =

cosx

\/3

x/3’
’

2

x = ±^- + 2nk
6

.
^7T

X = ± h 27ГП
6

7Г
Можно объединить: x = ±— + 7rt | ^ £

7Г

Ответ: ±— + nt 11 £ Z}■

= i;

|fc,neZ.
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ms2^ = 0
1 + tga;

f cos 2а;

[ 1 + tga; ф 0

Г cos2i = 0 J«*2x
= °

\ 1 L п ; < cos х ф 0 ;

[ tga; ф -1

7Г

2х = — + пк

7Г

хф — + nt | k,t,n е
Z

7Г
X ф — — + 7ГП

4

7Г 7Г

х =

4
+

2
. 7Г

Ж ^
2
+ nt

/
^

Ж ^ + 7ГП

7Г

х = — + тгк | к G Z.

7Г

Ответ: ^ — +7rfc|fcGZf.

17)
1 ?.с°8-2* = о.
cos 2х — 2

( 1 — 2 cos 2ж = 0

1 cos 2х — 2 ф 0
’

1 7Г

cos2x = 2х = ±— + 27г& | A; G Z;
Z о

7Г

ж = =Ь— + 7rfc | к G Z.

7Г

Ответ: ^ ±— + пк \ к G Z }
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18) _fcgx_
sin 5х

= 0.

tgx = 0

cos х ф 0 ;

sin 5х ф 0

х = 7тк

7Г .

х

5я

X — 7Гк

7Г

х ф — -\-ixt | k,t,n £
z

^
5а; ф 7гп

Е 0.

7Г

При п, кратном 5, пк = —п,
5

поэтому уравнение решений

не имеет.

Ответ: решений нет.

5гГ
Jo-<

^llU
ТС ty

.
я

Ч5
nJ\

0
JCOSX

—

Р9п
5

Р 5

3. Решите неравенства:

1) у/2 — 2sinx > 0.

2sinx —\/2<0; sinx<
у/2

Исходя из построения на

тригонометрической
окружности может показаться, что,

7Г
с одной стороны, х< —, ас

Зтг 4

другой, х > —, и тогда выполняется двойное неравен-

3 7Г

СТВО -7Г < х <
— — но это ложь.

4 4

Учтем, что для Va выполняется sin(a — 2п) = sina,

тогда sin — sin и неравенство принимает

5 7Г

вид —-7Г < х <
— —

верно.
4 4

Значит, учитывая полное число оборотов, получим

— ^7г + 2пк < х < v + 2пк I к EZ.
4 4

Ответ: ^ + 27гА;; — + 2пк^ |fc€zj.
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2) cosx > —

Исходя из построения на

тригонометрической окруж-
2 2

НОСТИ --7Г<Х< -7Г, тогда,
J о

учитывая полное число

оборотов, получаем

2 2
-7Г + 2'кк > х > — -7Г + 2пк.
о о

Ответ:
2 2
--7Г + 2ттк; -тг + 2тгк
о о ^ I A: G z|

3) 2sinx + \/3 ^ 0.

. . л/3
sinx ^ .

Исходя из построения на

тригонометрической
окружности может показаться, что

2 7Г

—-7Г ^ х ^ —

—, но это — ложь,

о о

^smx

Sin —7Г, иТак как sin(a + 2тг) = sina, то sin

47Г 7Г
— ^ х ^ —

верно. Значит, учитывая полное число
о о

4 7Г

оборотов, получим —7Г + 2'кк ^ х ^ Ь 2ък.
о о

Ответ= { ~ + 27Гк\ ^7г + 27Гк
о о

I к £ Z }•
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4) 2 cos х ^ у/2.

.
cosx ^

Исходя из построения на

тригонометрической
окружности может показаться, что

7Г 7Г
х ^ — и х ^ —

—, получим

7Г 7Г

7 ^ X ^ , НО ЭТО
—

ЛОЖЬ.

Так как cos(a + 2») = cosa, то cos = cos и

— ^ х ^ — —

верно. Значит, учитывая полное число

7 7Г

оборотов, получим —7г + 27гА: ^ ж ^ — + 27Г&.

Ответ
7Г 3
— + 2лк; 1—7г + 27rfc
4 4

I /с G Z }■
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Тренировочная работа 5

1. Докажите тождества (без указания условий существо-

cos2(90° + x)
cos(x + 180°) -I- cos(90° — x)
sin(360° + x) — sin (x — 90°)

^
— sina; + cosx;

ctg2(x + 90°) - 1

3) cos(360° — a)(cosec a — seca)+
+ cos(90° — a) (cosec a + sec a) = sec a • cosec a.

2. Решите уравнения:

вания):

(sina + cosa)2 — 1
^

tg(90° — a) — sin a • cos a

3) 6cos2x + cosx = 1;

5) cos

6) 4 cos2 x + 2 (y/3 + l) cos x + y/3 = 0;

8) 4 cos3 x — 3 cos x = 0;

9) 6 sin2 x + sin x • cos x — cos2 x = 2;

10) 3 cos2 ( — + x ) — 2 cos x + 2 cos2 x = 0;
2
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11) \/3cos2х — sinx • cosx = 0;
•

cosx

1?) r^-cos4x
=

13) cos2 x + 3 sin2 x = 2;

14) 2 sin2 x — cos x • sin x = 0;

cos2x
15 ^ r-ir-

= 0;
1 — sm 2x

16) ctg x • cos x — ctg x — cos x + 1 = 0;

17) 3sin ^ + x^ = 4cos(l,57r — x);

18)
005 2x

= 0.
cos x — sm x
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Решение тренировочной работы 5

Докажите тождества (без указания условий

существования):

(sina + cosa)2 — 1
1)

tg(90° — a) — sin a • cos a

(sina + cosa)2 — 1

2 tg2 a.

L =

tg(90° — a) — sina • cosa

sin2 a + 2 sin a • cos a + cos2 a — 1

ctg a
— sin a • cos a

2 sin a • cos a 2 sin a • cos a

cosa

sina
sm a • cos a cos a

2 sin a 2 sin2 a

( -Л sin a )
\^sma J

1—sin2 a I _ sin2 a
sma

2 sin2 a

cos2 a
2 tg2 a.

L = 2 tg2 a
П = 2 tg2 a

2)

■L = IL

cos2 (90° + x)
cos(x + 180°) + cos(90° — x)

sin(360° + x) — sin (x — 90°)
ctg2 (ж + 90°) — 1

cos2 (90° + x)

sinx + cosx.

L =

cos(x + 180°) + cos(90° — x)
sin(360° + x) — sin (x — 90°)

sin2 x
ctg2(x + 90°) — 1

sin x + cos x

sm x — cos x

sin2 x

sm x — cos x

tg2 x — 1

(sin x + cos x) cos2 x
sin2 x — cos2 x
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sin2 х cos2 х

sm х — cos x

sin2 x — cos2 x

sin x — cos x

L = sin x + cos x

П = sin x + cos x

sm x — cos x

= sinx + cosx.

=*L = IL

3) cos(360° — a)(cosec a — seca)+
+ cos(90° — a) (cosec a + sec a) = sec a • cosec a.

L = cos(360° — a) (cosec a — seca)+
+ cos(90° — a) (cosec a + sec a) =

= cosa

1

sma cosa

sina

+ sina
1 1

+
sina cosa

cos a
— 1 + 1 +
sm a cos a

cos2 a + sin2 a

cos a sm a

+
sma cosa

1

sm a • cos a

П = sec a • cosec a =

sm a • cos a

1 1

L = sec a • cosec a

П = sec a • cosec a

sm a cos a

=> L = П.

Решите уравнения:

= 0,5.
чч . / X К

> Sm<2 +
12

x 7Г 7Г
Л ™

2+l2
=

6+ 7rfc|fceZ

X 7Г 57Г ,

- + - = - + 2Im|ne2

я ТГ
Л ,

2
=

12
+ М

х Зтг
Л

2
=

Т
+ 2™

+ 47г/с I A; G Z

х = 1,57г + 47гп | п Е Z

Ответ: + 47г/с; 1,57г + 47гп | fc, n Е Z
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2) \/3sin ^ж — ^ + 3cos ^ж — ^ = 0.

Разделим обе части на cos ^ж — ^

'/5*g{*-f)+3=°; tg(x“?)=_^;
x-i=aret4^)+rt|i:eZi
x = 5“arctg(^)+rt'

3 7Г

Так как — \/3 и arctg у/3 — —, то ж = пк | к G Z.
V 3 3

Ответ: {7гЛ: | A; G Z} .

3) 6 cos2 ж + cos ж = 1.

6 cos2 ж + cos ж — 1 = 0;

—1± V1 + 4- 6 —1 ± 5
(cos ж) 1 >2

—

—

2-6 12

1
cos х — —

2

1
cos х — —

3

ж = ± ( 7г — ^ ) + 2ттк | к G Z

ж = ± arccos ^ + 27гп | n G Z
о

27Г .

ж = ±— + 2тгк | к G Z
и

ж = ± arccos - + 27гп | п G Z
о

Ответ: + 27гЛ;; ± arccos ^ + 27гп | /с, п G Z| .
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4) 2sin^® + ^ = >/2. sm^®+^ =

3 1 тг

-х + - = — + 2-7Гк I к G Ъ
4 2 4

3 1 Зтг
п

.
„

’

-ж + - = — + 2пп п е Z
4 2 4

—2 + 7Г 87Г
Х =

~^~
+
Т ,

-2 +Зтг 8тг lfc>nGZ-

3 —2 “Ь 7г

-ж = Ь 27гк
4 4

3 —2 + Зтг
-ж = h 2тгп
4 4

+ тп

Ответ
Г-2 + тг

:

I з

8тг, —2 + 37Г 8тг . 1
+
у

к; +
у

п | к, п G Zj .

7Г

5) cos ( ж — ^ } = \/3sin Ctg(x-^=V5.
7Г

Зная, что arcctg (\/3) = —, и используя общую формулу4 6

решения уравнения ctgx = га, получим

7Г 7Г , 7Г 7Г

ж — — = — + 7гя fc Е Z; х = — + — + 7гА:;
5 6 6 5

117Г
,

.
,

ж = —- + пк | к Е Z.
oU

Ответ: ^ + 7г/с | & Е Z | .

6) 4 cos2 ж + 2(л/3 + 1) cos ж + у/з — 0.

—2(л/3 + 1) ± 4 • (л/З + I)2 — 16л/3
(cos ж) 1,2

=

-2\/3 — 2 ± 2(\/3 — 1)

cos ж =

cos ж =

1

2

ч/З

7Г

ж = ± ( 7г — — ] + 2ттк | к G
О

Ж = ± ( 7Г

7Г

+ 27гп I n Е
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2тг
л ,

х = ±— + 2пк

,
57Г

Ж = ±— -|- 27ГП
6

I /с, п G Z.

Г 27Г 57Г 1
Ответ: < ±— + 2тгк; + Зтгп | A;, n G Z > .

7) \/3ctg (бж + 0 = -3.

ctg (бж+0 = 5ж+| = arcctg ^--^=^ + 7гк\ к е Z;

К 7Г
7

7Г 7Г

5ж + - = -- + тг&; 5ж = -- - - + 1гк;
3 6 3 6

ТГ 7Г 7Г .

5х = —— + тгк; х = — —- + — А: | к G Z.
2 10 5

ОтветЧ-T5
+ f*l‘eZ

8) 4 cos3 х — 3 cos а; = 0.

cosx(4cos2x — 3) = 0;

cos x — 0

2 cos x — y/3 = 0 ;

2 cos ж + \/3 = 0

x = ~ + тгк | к G Z

X = ±^- + 7ГП | n G 1

Ответ: ^ ^ + тгк; =h^ + 7rn | A;, n G z|
или < — + —к | A: G Z

6 3

) = 0; J ^sinx
n

2

5„ /eV
n

46

уъ jcosx

6n\
n

2

A
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9) 6 sin2 ж + sin х • cos х — cos2 х = 2.

6 sin2 х + sin x • cos x — cos2 x — 2 cos2 x — 2 sin2 x = 0;

4 sin2 x + sin x • cos x — 3 cos2 x = 0;

4 tg2 ж -j- tg x
— 3 = 0;

-1± x/1 + 4-4-3 —1 d= 7
(tgx)i,2 = -

tg x = — 1

3

8

7Г

Ответ:

x — — — + 7vk\k E Z
4

3
,

x = arctg - + 7rn | n G Z

7Г _ 3 . .

■— + 7r/c; arctg
- + 7rn | /с, n G Z > .

10) 3cos2 ^ + жJ
— 2 cos ж + 2 cos2 ж = 0.

3 sin2 ж — 2 cos ж -f 2 cos2 ж = 0;

3(1 — cos2 ж) — 2 cos ж + 2 cos2 ж = 0;

3 — 3 cos2 ж — 2 cos ж + 2 cos2 ж = 0;
— cos2 ж — 2 cos ж + 3 = 0; cos2 ж + 2 cos ж — 3 = 0.

По теореме Виета

cos ж = —3 0 [—1; 1] e

cos ж = 1
’

Ответ: {2ттк \ к G Z} .

11) л/Зсов2 ж — sin ж • cos ж = 0.

cos ж = 1; ж = 2тгк \ к G Z.

cos ж(\/3 cos ж — sin ж) = 0;
cos ж = 0

л/З cos ж — sin ж = 0
’

cos ж = 0

л/З — tg ж = 0
’

cos ж = 0

tg ж = у/з
’

Ответ: {5

ж = -^+7гA;|A;GZ
7Т

'

х — — H-7rn|nGZ
о

7Г

+ 7г/с; — + 7гп | G
о
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х = ^ + тгк | к G

Ах ф 2ттп | п G Z

cosa
= 0

1 — cos Ах

cos х = О

1 — cos Ах ф 0
’

х — ^ тгк\к ЕЪ

I ; 0-
7Г

х Ф —п | п е Z

Ответ: уравнение решения не имеет.

13) cos2 х + 3 sin2 х = 2.

cos2 х + sin2 x + 2 sin2 x = 2;

sin x(2 sinx — cosx) = 0;

sin x = 0

2 sin x — cos x = 0
’

sinx = 0

2 — ctg x = 0
’

sin x = 0

ctg x = 2
’

X = 7ГП | n G Z

x = arcctg 2 + тгк \ к G Z
’

Ответ: {тгщ arcctg 2 + тгк | к, п G Z} .
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_шз2* = 0
1 — sm 2х

cos 2х = О

sin 2х ф 1
’

7Г 7Г

*=4 + 2*
/
^

X Ф — + 7ГП

4

7Г

2х = — + 7гк | к G Z
Zi

7Г

2х ф —Ь 27гп | n G
£

тг

X = -f- irt 11 G Z.

Ответ:
7Г

4
+ irt \t G Z

16) ctg x • cos x — ctg x — COS X + 1 = 0.

ctgx(cosx —1) —(cosx —1) = 0; (cosx —1) (ctgx —1) = 0;

cos x = 1

ctgx = 1 ;

sin x ф 0

x = 2iтк | к G Z

71* ,
x= — +7rn|nGZ ;

^
x Ф nt 11 G Z

7Г
X = h 7ГП n G Z.

4

Ответ : + 7гп | n G z|
7Г

17) 3sin ( — + x J = 4cos(l,57r — x).

3cosx = 4- (—sinx); 3cosx+ 4sinx = 0; 3 + 4tgx = 0;

tgx x — arctg ~j ) + пк \ к G Z.

Ответ: ^ arctg ( — - ) + пк \ к G I
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18)
cos 2х

= 0.
cos х — sm х

{
cos 2х = 0

cos х — sin х ф 0
’

7Г 7Г . . .

х = —|—к \к g Z
4 2

7Г
Ж ^ Ь 7ГП I П G Z

4

7Г

2х = — + 7гк | G

tgx ф 1

х = — ^ + 7rt U G Z.
4
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Теоремы сложения

Напомним теоремы сложения.

sin(a + (3) = sin а • cos (3 + cos а • sin /?; CD

sin(a — (3) — sin a • cos (3 — sin (3 • cos a; CD

cos(a + (3) — cos a • cos (3 — sin a • sin /?; CD

cos(a — (3) = cos a • cos (3 + sin a • sin /3] CD

3) tg(45° — a), если sec a = — при 0° < a < 90°.

2. Вычислите:

1) sin75°;

2) sin 127° • cos 23° + cos 194° + cos 37° • cos 383°;

3) cos(150° — a) — cos(210° + a);

4) sin(65° + a), если sin(20° + a) = 0,6 при 0° < a < 30°.

а ф — + 7Гк

7Г

/3 Ф — +7rn fc,n,tGZ; CD
2

a + P Ф ^ + 7Г*

/
^

7

Of ф — + 7Г/и

(Зф^+тт GZ. CD
z

a ~~ ^ ^ f + nt

Практикум 7

1. Вычислите:

25
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3. Упростите:

1) sin(a + /3) — cos а • sin/3;

2)

3)

4)

37Г • 7Г 37Г 7Г
sin -g-

• sm
g
— cos

-g-
• cos

g

COS ^ • COS ^ + Sin ^ • Sin ^
77Г 47Г , 77Г 47Г

sm
30

* cos + cos
^

• sm
^

sin jq
• sin ^ + cos yjj • cos ^

7Г • 27Г 7Г 27Г
*

sm
g

• sm
jg

— cos
g

• cos -jg

4. Докажите:

1) sin(30° + x) • cosx — cos(30° + x) • sinx =

2) tg a • tg 2a + 1 = sec 2a;

2 3
3) a + /3 = 45°, если tga = - и tg/3 = -

при 0° < a < 90°,
5 7

0° < /3 < 90°.

5. Решите уравнения:

1) sin 2x • cos x + cos 2x • sin x = 0;

tg(* + s)+tgf
2)

V
,

'
s

= v/3;
l-tg(z + j)-tg§

3) cos(m + x) — cos(m — x) = 0;

4) cos ^x + — —V^sinx;

cos (to — x) — 2 sin — • sin x

5) —^f = l;
sin f J2

~ x) + 2 cos
J2

* sin x

6) tg2 x — 5 sec x + 7 = 0;

7) 2 sin2 x — 3 cos2 x + sin x • cos x = 0.
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Решение практикума 7

1. Вычислите:

ш

7Г

1) cos ( — — а ) ,
если sina = —0,6 при 7г < a < 1,57г.

7Г
.

7Г
.

1 л/З .

: cos — cosa-fsm — sma = - cosa+ —— sma;
3 3 2 2’

i cos a = db \/l — sin2 a i

a G III четверти, т.e. cosa < 0, значит

cosa

7Г

cos 1 — — a

- — л/1 - (-0,6)2 = -VI -0,36 = -0,8.

2 I 5/ 2 V 5

4 + 3-\/3
10

2) ctgfa—/3), если tga = 2 и sin/3 = — при 90°</?<180°.
25

Так как (3 G II, значит cos/3 < 0.

cos/?= -A/l- ( = -|;
tg/? =

' ctg (a — P) =

sin P 7/24

cos P
=

25
:

V 25

IT tga"~tg/? i

7_'
24’

ctg(a - P) =

tg a_—tgP_

! + 2'(-я)

CD

24-14

48 + 7

10

55

25
3) tg(45° — a), если sec a = — при 0° < a < 90°.

25 24
sec a — —-; cos a = —;

24’ 25

a G I, значит sina > 0.

sma '1
25

24
_

7

25
'

25
~~

24’
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tg(45° - а) =
tg 45° — tg а 1 — tg а

1 + tg 45°
• tg a 1 + tg a

’ ©

tg(45° - a) =
1-H

1 + 24

17

31

2. Вычислите:

1) sin 75° =

= sin(30° + 45°) = sin 30° • cos 45° + sin 45° • cos 30° =

1 у/2 у/2 уД
2

‘

IT
+

~2 2~
+ \/б

2) sin 127° • cos 23° + cos 194° + cos 37° • cos 383°.

а) sin 127° = sin(37° + 90°) = cos37°;
б) cos 194° = cos(14° + 180°) = — cos 14°;
в) cos383° = cos(23° + 360°) = cos23°.

sin 127° • cos 23° + cos 194° + cos 37° • cos 383° =

= cos 37° • cos 23° + cos 37° • cos 23° — cos 14° =

= — cos 14° + 2 cos 37° • cos 23° =

= - cos(37° - 23°) + 2 cos 37° • cos 23° =

= — cos 37° • cos 23° — sin 37° • sin 23° + 2 cos 37° • cos 23° =

= — sin 37° • sin 23° + cos 37° • cos 23° =

= cos(37° + 23°) = cos 60° = ^ .

3) cos(150° — a) — cos(210° + a).

a) cos(150° — a) = cos 150° • cos a + sin 150° • sin a — (£)
= cos(180° — 30°) • cosa + sin(180° — 30°) • sina =

x/3 1
-cos30° -cosa + sin 30° -sina = -cosa + -sina;

2 2

6) cos(210° + a) = cos ^30° + (180° + a)^ =

= cos 30° • cos(180° + a) — sin 30° • sin(180° + a) =

>/3 . .
1 . . , ^1 .

=
—■ • (—cosa) — - • (—sma) = —— cos a + - sma.

Z Zj ZL Zi
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Тогда cos(150° — а) — cos(210° + а) =

V5 1
. ( V3 1

. \
= —— cos а + - sm а — I —— cos а + - sm а I =

Z \ Z Z /

1
.

1
. Г7П

= - sma sma = Кл.
2 2

4) sin(65° + а), если sin(20° + а) = 0,6 при 0° < а < 30°.

cos(20° -Ь а) > 0, так как 20° + a G I четверти, тогда

cos(20° + a) = y/l — sin2(20° + a), т. e.

cos(20° + a) = y/1 - (0,6)2 = 0,8.

sin(65° + a) = sin [45° + (20° + a)] =

= sin 45° • cos(20° + a) + cos 45° • sin(20° + a) =

/2 /2
= — cos(20° + a) + — sin(20° + a);

V2, V2
sin(65° + a) = -V(0,8 + 0,6) = -V • 1,4 = 0,7y/2\

Zt Z/

3. Упростите:

1) sin(a + /3) — cos a • sin /3 =

= sin a • cos (3 + cos a • sin /3 — cos a • sin (3 = sin a • cos /3
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7Г
а ф — — + 7гк\к Е Z

4

7Г
а Ф — + 7гп I п Е

4

7Г 7Г ,

а ф — + —£ 11 е Z.

Ответ:

37Г • 7Г

sin -3-
• sm -5-

— cos
37Г

л ^
7Г

-5-
• COS о

(1 + а)
. 7Г 7Г .

при а ф - + -< 11 G

3)
cos^-cosI^ + sin55-sinB

77Г 47Г . 77Г 47Г
sm отт

• cos
-jg
+ cos ^

• sm
30

COS

sm

(7Г
7Г \

15
“

30)
(7n , 4тг\

\^30
+ 15 у

30

COS

15

30

sin ■

COS
7Г

30

4)

7Г • 7Г . 7Г 7Г

sm тй
■ sm -^ + cos • cos -

10

7Г • 27Г 7Г 27Г
sm

g
• sm jg

— cos
g

• cos
-jg

cos (7Г
7Г \

5
~

10j

(5)— COS

7Г
—2 cos —

10

4. Докажите:

1) sin(30° -f x) - cosx — cos(30° + x) • sinx =

L = sin(30° + x) • cosx — cos(30° + x) • sinx =

= sin(30° + x — x) = sin 30° =

=>Ь = П.
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2) tg а • tg 2а + 1 = sec 2а.

sina sin 2а
L = tg а • tg 2а + 1 = b 1 =

cos a cos za

sin а • sin 2а + cos а • cos 2а cos а

cos 2а

L = sec 2a

П = see 2a

cos a • cos 2a cos a • cos 2a

= sec 2a.

=>L = n.

Примечание. На будущее, если нет специального

требования установить область определения равенства, то

мы по умолчанию не будем выяснять множество, на

котором данное равенство есть тождество.

2 3
3) a + /3 = 45°, если tga = - и tg/З = -

при 0° < a < 90°,

0° < Р < 90°.

2 3 2 3
Так как tg a = -, tg (3 — -; то a = arctg -; (3 — arctg -.

5 7 5 7

[ 1 tg l

w , m i + ? 14 + 15 29
,

=

35^6-= 29
=1'

1
5 7

тогда a + /3 = 45° + 180°к \ к E Z, no 0 < a + (3 < 180°,
тогда a + (3 — 45°, что и требовалось доказать.

5. Решите уравнения:

1) sin 2х • cos х + cos 2х • sin х = 0.

sin(2x + х) — 0; sin3x = 0; Зх = тгк | к Е Z;

х = | к Е Z.

Г я*

Ответ: s —к | к Е Z
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2)
te(X+*)+tg3

= уД.

l-tg(x + f).tgf
tg (ж + 2

+ |) = V3;

3 7Г 7Г
,

7Г 2
,

-x+i
= -+rf; x=- + -,r*|*€Z.

Ответ: | ^ + ^7тк \ к £ z| .

3) cos (га + х) — cos(га — х) = 0.

cos га • cos х — sin га • sin х — cos га • cos х — sin га • sin х = 0;

—2 sin га • sinx = 0;

sinx = 0; х = тгк \ к Е Z;

sin га = 0; га = 7гп | п Е Z.

Ответ: х = 7гА;, если га ф тгп | fc, n Е Z;
х — любое, если га = 7гп | п Е Z.

4) cos ^х + = —л/Зйшх.

2тг
.

27Г
.

cosх • cos smx • sin — = —V3smx;
3 3

1 >/3 . /77 .

— - cos x — sin x + V 3 sm x = 0;

л/3 7Г
— cos x -f л/3 sin x = 0; tgx = ; x = — + irk I к E Z.

3 6

Ответ: | ^ + 7rfc | /с £ z| .

cos ( — x ) — 2 sin ^ • sin x

S) —7^ f
" - I-

sin ( — x) +2 cos • sin x

cos ’ cos x + sin * sin x — 2 sin • sin x

sin • cos x — cos • sin x + 2 cos ^ • sin x
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cos * cos х — sm
12

* sm х

sin • cos ж + sin x • cos
n

COS (x + J2)
=1;

“ййУ=1;12 Sln

7Г 7Г7Г \ 7Г7Г 7Г . I . __

ctg ( ж +—1=1; x+—= -+7г/с; Ж= -+7T/c|/cEZ.

|| + 7r/s|fcez|.Ответ: < —|- пк | к E
I6

6) tg2 x — 5 sec ж + 7 = 0.

D(У) : cosx 7^ 0;

tg2 ж
cosx

+ 7 = 0; sin2 a: — 5 cos x + 7 cos2 a; = 0;

> cos2 x — 5 cos a; + 1 = 0;

(cos ж) 1,2
=

5 ± V25 - 24
_

5 + 1

12
“

12
’

cos x =
-

2

1
cos x = -

7Г

a; = +—h 27rfc | к E Z
3

!
G D(Y).

ж = + arccos - + 2nn | n E Z
и

Ответ + 27г/с; + arccos —I- 2im | fc, n E
о

7) 2 sin2 ж — 3 cos2 ж + sin x • cos x = 0. : cos2 ж

(cosx = 0 не является корнем однородного уравнения).
2 tg2 ж + tg ж

— 3 = 0;



Тренировочная работа 6 125

Тренировочная работа 6

1. Вычислите:

1) sin ^а — ^ , если tga = —^ при 1,57т < a < 2тт.

2) cos ^arccos
7

а I , если sm а = ——-

1
25

при 7г < а < 1,57г;

40 9
3) а —/3, если sina = —— и tg/3 = — при 270° < а < 360°,

180° < (3 < 270°.

1)

2. Вычислите:

sin 65° • cos 5° — sin 5° • cos 65°

cos 40° • cos 10° + sin 10° • sin 40°
’

tg 12° + tg213°
} 1 - tgl92° -ctg 237°

’

3) cos(120° — a) + cos(a + 60°);
, 7Г . , 47Г

*§15+^15
4)

-i
,

, 147Г , 47Г
'

1 + tg Tr-
• tg •

15 15

3. Упростите:

1) sina • cos/3 — sin(a — (3)\
sin 65° • cos 85° — sin 85° • cos 65°

2)

3)

cos 55° • cos 35° + sin 55° • sin 35°
’

л/2 cos a — 2 cos + a^
2 sin + a^ — y/2 sin a

1 cos(?r + a)
4) ;

—

7 г— (не выясняя условия оо-

tg(a + /3) + ctg/3 cos^+^
ласти определения выражения).
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4. Докажите:

1) cos(45° — х) • cos ж — sin(45° — х) • sinx = -^=;
cos а • sin(a — 3) — sin а • cos(3 — ol) 2\/3

2) 7 Г\
= 5“tg3;

cos (3 —
g J — 0,5sin3

o4
sin ol + cos ol 1

3) ; 7
.

= Sill tt

cos a • sm a(tg a + ctg a) J\ tg2 a

7Г 7Г

при
-- < a < -.

5. Решите уравнения:
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Решение тренировочной работы 6

1. Вычислите:

1) sin(a — ^), если tga = —^ при 1,57т < а < 2?г.

7г\
.

7Г
.

7Г

sin I a —sma ' cos cos a • sin — =

4) 4 4

A •

^
^

n и= —(sma — cosa) = —- cosa(tga — 1) =
z z

V2 ( 5 \ -v/2-17
= —— —- — 1 • cos a = — cos a =

2 V 12 / 24

v/2-17 12

24 13

так как cos a =

17л/2
26

1

±a/1 + tg2 a

cos a > 0; cos a =

1 +

,
a a G IV, значит

_

12
~

13'

H)'
2) cos ^arccos “

при 7Г < a < 1,57t.

a , если sma =

1 ’

25

Так как arccos ( — - ) E г; 7Г ,
TO

arccos (
— -

J
=

7Г
— arccos -, значит

cos ^arccos = cos ^7r — arccos ^
( Ъ\ 3

= — cos arccos - = —

-;
V V 5

sin ^arccos ^—^^=4/1 — cos2 ^arccos =

-I-
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cos I arccos I — - I — a J
=

= cos ^arccos • cos a + sin ^arccos sma

3 4
.

=
— - cos a + - sm a

5 5

3 /24

Y \ 25

Так как a E III, cosa < 0, to

cosa = —''И — i—h) =-1-

+ 7_
25

72-28

125

44

125

40 9
3) a — /3, если sina = —— и tg(3 = — при 270° < a < 360°,

180° < /? < 270°.

-rj---
a) itga = —,

’

[ ±yl_-si

Тогда tg a =

Ф
40

41

a G IV, значит tga < 0.

ИУ

40

il

41

40

"9"'

_ Г 270° < a < 360°
n

.

1on0

б) Так как |_27qo < < _18Qo
. то 0<a-(3< 180°.

в) Если a — (3 = 90°, то мы не можем воспользоваться

формулой tg(a — (3). Проверим это равенство:

tg a
— tg /3

tg(a —/?) =

40
_ _9_

9 40

1 + tga • tg/? i + A .1 ^
40 V 9 /

1681

360

0

Значит, tg(a — /3) не существует, т. e. a — (3 = 1 90 I.

2. Вычислите:

sin 65° • cos 5° — sin 5° • cos 65°
i)

cos 40° • cos 10° + sin 10° • sin 40°

sin(65° — 5°) sin 60°

cos(40° — 10°) cos 30°
=ш.
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2)
tg 12° + tg213°

1 — tg 192° • ctg 237°
~~

tg 12° + tg(180° + 33°)
“

1 - tg(180° + 12°) • ctg(270° - 33°)
~~

= tg(12° + 33°) = tg 45° = Q].
tg 12° + tg 33°

1 -tgl2° -tg33°

3) cos(120° — a) + cos(a + 60°).

а) cos(120° — a) = cos 120° • cosa + sin 120° • sina =

i
,
V3 .

=
—- cosa + — sma;

z z

б) cos(a + 60°) = cos a • cos 60° — sin 60° • sin a =

1 л/З .

=
- cos a — sm a.

2 2

Тогда cos(120° — a) + cos(a + 60°) =

1 ^ ^1 ^ • m
—

— cos a H sina + - cos a — sm a = KJL
2 2 2 2

■ 7Г , , 47Г

tg Tk + tg '

4)
15

i + tg^-tgg
, 7Г , , 47Г
tg IS + tg 15

, 7Г . , 47Г

tg TK + tg is

1 + tg (tt - jg) • tg
47Г

15 1-tgTS-tgg

(7Г
47Г \ 7Г 7=П

l5+15j=tg3=^
. 7Г 47Г

tgl 15+ 15

3. Упростите:

1) sin a • cos /3 — sin(a — /3) =

= sin a • cos /3 — (sin a • cos /3 — cos a • sin /3) =

2)

= sin a • cos /3 — sin a • cos /3 + cos a • sin /3 = cos a • sin /3

sin 65° • cos 85° — sin 85° • cos 65°

cos 55° • cos 35° + sin 55° • sin 35°

sin(65° — 85°) -sin 20°

cos(55° — 35°) cos 20°
— tg 20°
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3)
у/2 cos а — 2 cos ^ + а)
2 sin ^ + а^ — у/2 sin а

у/2 cos а — 2 cos \ • cos а + 2 sin ^ • sin а

2 sin j
• cos а + 2 cos ? • sin а — у/2 sin а

у/2 sisince

4)

\/2cosa

1

tga

cos(7r + a)
tg(a + /?) + ctg/? CQS

1

(t + f>)
cosa

sin(a-f-/3) cos(3
cos(a+(3)

' sin /3
sin /?

sin/? • cos(a + /?) — cosa

sin /? • sin(a + /?) + cos /? • cos(a + /?) sin/?
— cos(a + /?) • cos a — cos(a + /?) • cos a

cos(a + /? — /?) cos a

— cos(a + /?)

4. Докажите:

1
1) cos(45° — x) • cosx — sin(45° — x) • sinx = —

L = cos(45° — x) • cosx — sin(45° — x) • sinx =

y/2
= cos(45° — x + x) = cos 45° =

П =

L =

П =

1
_

y/2

V2
2

2

=► L = П.
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cos а • sin(a — 3) — sin а • cos(3 — а) 2д/3
^ 0

) 7 1Г\
”

о ^£3.
cos М) 0,5 sin 3

L =
cosa • sin(a — 3) — sina • cos(3 — a)

cos ^3 — ^ — 0,5 sin 3

sin(a — 3 — a)
cos 3 • cos ^ + sin 3 • sin ^ — 0,5 sin 3

sin(—3) 2л/3
ч/з cos3

L =
2л/3

tg3

n=-?#.g3

tg3.

=^Ь = П.

3)
sin a + cos a

cosa-sina(tga +ctga) ^J\ + tg2 a
= sina

7Г 7Г

при _2
<a<

2'

L =
sin a + cos a 1

cosa • sin a(tga + ctga) ^1 + tg2 a

sin a + cos a 1

sin2 a+cos2 a A
sin a • cos a •

.

^

-

л /sina-cosa: Д/
cos2 a-t-sin2 (

— sin a + cos a — cos a = sin a + cos a — cos a = sin a

/ ( 7Г 7Г \
(так как на I — —;

— 1 cos a > 0).

L = sin a

П = sin a
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5. Решите уравнения:

1) sin ^х + ^ • cos 2х — cos ^х + • sin 2х = 0,5.

sin ^х + ^ + (—2х)^ = 0,5;

sin (I"х)= °’5; 51п(ж_^) = _^;
*-| = (-1)fc ("|) +*к\ке%;

х = (-1)к + ^ + тгк\к eZ.

Ответ: |(—1)к ^ ^ + пк | к G Z

2) 5 cos ^ — х^ = 7 sin ^
,
/ ТГ .7Г.\/. 7Г

5 cos —-cosx+sm — -sinx =7 smx-cos cosx*sm

V 6 6 у v з

5\/3 5
.

7
. 7л/3

—— cos х + - sin x — - sin ж —— cos x;
2 2 2 2

6\/3cosx = sinx; tgx = 6\/3; x = arctg6\/3 + 7rк \ к G Z.

Ответ: {arctg 6\/3 + пк | к G Z} .

3) sin + x^ + \/2 cos — x^ = 0.

.
7тт 7tt r- .

sin — • cos x + cos — • sm x — v 2 sm ж = 0;
4 4

л/2 y/2 . .

—— cos ж + sm x — v 2 sm x = 0;

>/2 л/2 .
,

тг
7 ^

—— cosx =

-y- sinx; tgx = —1; x = —— + nk \ к G Z.

Ответ: |—+ 7гА; | /с G z| .

со
I

=3
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4) Зсо.. = 8*.

.
7Г 7Г

3 cos х = 8 sm — • cos х — 8 cos — • sm x;
6 6

3 cos x = 4 cos x — 4\/3 sin x; 4\/3 sin x = cos x;

ctgx = 4y/3; x = arcctg 4\/3 + nk \ к G Z.

Ответ: {arcctg 4\/3 + nk | к G Z} .

5) sin ^ —

xJ + cos ^ +
xj

= I.

.
7Г 7Г 7Г

.
7Г

sm — • cosx — cos — • sm x + cos — • cosx — sm — • sina; = 1;
4 4 4 4

\/2 л/2 . лД л/2 .

— cos x — sm x + cos x — sm x = 1;
2 2 2 2’

\/2(cosx — sinx) = 1.

Так как cosx — sinx = \/2cos ^x + ^ , to

( 7Г \ 1 7Г
,

7Г
л ^

cos x + — = -; x = — — ± — + 2ттк \k G Z.

\ 4/ 2 4 3

Ответ: | — ~ ± ^ + 2irk \ к G z| .

Примечание.

1. cos a — sin a = y/2 (-Д= cos a sin a
\V2 y/2

= y/2 ( cos — • cos a — sin — • sin a ) = y/2 cos ( a +
V 4 4 J V

2. cos a — sin a = y/2 ( cos a sin a |
=

\y/2 y/2 J

= y/2 ( sin ^ • cos a — cos • sin a ) = y/2 sin ( ^ ~ & I •

V 4 4 ) \4 /
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Аналогично можно доказать, что:

3. cos а + sin а = y/2 cos ( се —

4

4. cos а + sin а = y/2 sin ( а + ^

. / 7Г \ COS X

6) tg =

4 / sin х + cos x

tgj
— tgx cos x

1 + tgT -tgx
sinx + cosx

4

cosx—sinx

1 —tga; cosa;
_

cosa:

1 + tg X sin X + COS X
’

cos ж+sin x sjn x _j_ cos x
’

COSX

cos x — sin x cos x

cos x + sin x cos x + sin x

cosx — sinx = cosx; sinx = 0; x = ттк \ к E Z.

Подстановкой можно убедиться, что корни уравнения

принадлежат D{У):

при х = 7тк tg х существует;

при х = тгк cos 7тк + sin ттк = cos ттк + 0 = cos пк 0.

Ответ: {ттк \ к Е Z} .
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Тригонометрические функции
двойного и половинного угла

Напомним основные формулы двойного и половинного угла,

sin 2а = 2 sin а • cos а;

/Л/ ГЛ) Л/* 191

sin 2а

cos 2а

tg 2а

ctg 2а =

= 2 cos2 a — 1 = 1-

2 tga /
7Г

^— а ф —

1 + tgz a
'

2

1 — tg2 a ,
7Г

‘

1 + tg2 a
^ ^

2

2 tga
a + ■

о— л
1 — tg^ a

a ф ■

| /с, п G Z;

1 — tg2 а
2 tga

7Г 7Г
,

4
+ 2'

7Г

-+пп

/
^

а Ф —Ь 7Гк
2

; а Ф —п \к,п G
тг > Г-

2
1 ’

Сф-п

.а /1 — cos а

Sm

2

~

V 2
’

1 — cos 2а
sm а =

а
, /1 + cos а

008

^
~

V 2
’

9
1 + cos 2а

cos а = ; ед)

a 11 — cos а 1 — cos a sin а
tg — = ± * = = ;

2 у 1 + cos a sin а 1 + cos а

а
, /1 + cos а 1 + cos a sin а

ctg о
= ±1/1 =

:
=

1 •

2 \/ 1 — cos a sm а 1 — cos а

ш

(2D

Примечание. Знаки определяются по тому, какой знак имеет

тригонометрическая функция в левой части в данной четверти.
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Практикум 8

1. Вычислите:

1) cos2а, если sina = —0,6;

2 1
2) sin(2a + /?), если cosa = - и sin/? = -

при 1,57г < a < 27т,
о Z

п
о

2
<1Э<Щ

3) tg ^2 arcsin

а 15 7г

4) cos —, если sma = — при
— < a < 7г;

a 161 a

5) sin —, если cosa = ——-

при 90° < — < 180°;
2 289 2

a 4 Зтг
6) tg —, если ctga = -

при 7г < a < —;
z о z

7) cos ^7r + i arcsin
17/

’

8) tg если sin/? = —^ при 540° < /? < 630°;
Z 41

9) cosx, если cos2x = ^ при 0° < 2x < 90°.

2. Упростите:

1) cos4 2a — sin4 2a;

1+sin 2a

sin a + cos a
’

1 — 2 sin2 ^
3)

2 cos2 ^ — 1

, ч
1 — cos 20°

4) .

'
1 +sin 70°
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3. Докажите тождества:

1) tg 15° + ctg 15° = 4;

1 — sin25o30' 2 or»oi rt
2) = tg 32 15 .'

1 + sin25o30'
*

4. Решите уравнения:

1) sinx = sin2x\

2) 2 sin2 x — 2 cos2 x = 1;

3) sin4 x — cos4 x = 0,5;

4) 2 cos2(x — 7г) + 3 sin(7r + x) = 0;

5) 3 tg2 x — sec2 x = 1;

6) sin2 x — cos2 x = cos2 2x.
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Решение практикума 8

1. Вычислите:

1) cos 2а, если sin а = —0,6.

cos2а = 1 - 2 sin2 а = 1 - 2 • (-0,6)2 = 1 - 0,72 = 0,28

2 1
2) sin(2a + /?), если cosa = - и sin/З = -

ири 1,57г < а < 27т,
О Z

7Г

< (3 < 7Г.

sin(2a + (3) — sin 2а • cos (3 + sin (3 • cos 2a;

cos/3 =

sma

'1-
2

y/b

sin 2a = 2 sin a • cos a = 2 • —

(cos/3 < 0);

(sin a < 0);

>/б\ 2 4\/5_
“IT’

4 1
cos 2a = 2 cos2 a — 1 = 2- - — 1 = —

9 9’

sin(2a + /3)

3) tg ( 2 arcsin -

гг * о 2tSa
1ак как щ2а =

~, то6
1 — tg2 a

4л/15 — 1

18

tg I 2 arcsin

2 tg ^arcsin
1 — tg2 ^arcsin

arcsin - = a; a G I четверти, sina = -;
5 5
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cos а = \ l 1

tg 2а =

-({)■

3 4 3 4
--, tga--.---,

24 Л .
4.

: —

—, т. e. tg I 2arcsm- ] =
24

’T

л\
a . 15 7Г

4) cos —, если sma = —-

при
— < a < 7Г.J 2’ 17 2

a
, /1 + cos a

C0S2=±V-T—1
a a

cosa < 0; cos — > 0, так как — £ I четверти,
z z

cosa = -^/1 - ( ) =~Jj'’

a
cos —

2

i 8 /
17
_ / 9

_

3л/34
to

1

CO
I

1

34

a 161 a

5) sin —, если cosa = ———

при 90° < — < 180°.'
2

’

289
F

2

.a /1 — cos a
.
a

sm—= W ; sin— =

2 V 2 2 \
i +

i6i
289 (225

289

15

17

a 4 37Г
6) tg —, если ctga = -

при 7r < a < —.

£ o Z,

cosa =
ctga

±\/l -I- ctg2 a
; a £ III четверти, поэтому

cos a < 0; cos a =

-\Д + т

4

5’

a /1 — cos a

tg2
=

у l + cosa;

a a a

2€П; te2<0; ‘e2
\

! + f
= E3-
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7) cos ( тг + - arcsin —

1
.

8 \ 1.8
cos ( 7Г Ч— arcsm — = — cos - arcsin —;

2 17 J 2 17’

.
8 _

.
8

так как arcsin — = a G1 четверти и sma =
—, то

17 17

cosa
15

17*

a
, /1 + cos a a

cos2= \ —2—’ 2
G четвеРти;

a

cos — =

2 \
i + I? /16 4\/17

17
”

17
'

1 8
Таким образом, cos [ тг + - arcsin —

4/f7
17

8) tg у
если sin(3 = —^ при 540° < (3 < 630°.

cos (3 =
40

41
9_
41

; ^ e ill;

t /3 /1 - cos/3 f3 (3
tg п=±\ т~, oGlV; ^ о

< °;
2 у 1 +cos P 2 2

tgf = -

\

i + 41

1 - —1
41

11
9) cosx, если cos2x = — при 0° < 2x < 90°

x G I четверти, значит

cosx-

f 1+cos 2x
cosx = 1

I 72

2-61

бл/бГ
61
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2. Упростите:

1) cos4 2а — sin4 2а =

= (cos2 2а -|- sin2 2а) (cos2 2а — sin2 2а) =

2) -7

= 1 • cos 4а = 1 cos 4а 1.

1 + sin 2а

sm а + cos а

sin2 а + 2 sin а • cos а + cos2 а (sin а + cos а)2
sin а + cos а sin а + cos а

sm а + cos а

^
1 -2sin2f

_

cosol
_ 1

2 cos2 1 cosa

4)

tg2 10°

1 — cos 20°

1 + sin 70°
~

_

1 - cos 20°
_

2 sin2 10°

1 + cos 20° 2 cos2 10°

GL

так как 1 + cos a = 2 cos2 — и 1 — cos a = 2 sin2
Z

3. Докажите тождества:

1) tg 15° + ctg 15° = 4.

sin 15° cos 15°
L = tg 15 + ctg 15 + =

sin2 15° + cos2 15° 1

cos 15° • sin 15°

1
— 4.

5
• 2 cos 15° • sin 15°

^ sin 30°

L = 4

П= 4
=► L = П.

to
|

p
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1 — sin 25 30 2 оло 1 г/

2) = tg 32 15 .’
1 + sin 25°30'

ё

1 - sin 25°30' 1 - cos 64°30'

L = П.

1 + sin 25°30' 1 + cos 64°30'

2 sin2 32° 15' ,0„01 ,

“

2 cos2 32° 15'
“ tg ’

L = tg2 32° 15'

П= tg2 32° 15'

4. Решите уравнения:

1) sinx = sin2x.

sinx — 2sinx • cosx = 0; sinx(l — 2cosx) = 0;

sin x = 0

1 — 2 cos x = 0
’

sin x = 0

1
COS X

—

-

x = тгк I к G Z

7Г

± h 27rn | n G Z
’

о

7Г

Ответ: утгк]
±— + 27rn | /с, n G Z

2) 2 sin2 x — 2 cos2 x = 1.

2(1 — cos2 x — cos2 x) = 1; —2cos2x = 1; cos2x = —

^ J + 27rk | к G Z; x = ±~ -f- 7гА: | A: G Z.
о / о

2x = ± ^7T
Ответ: \ + тгк I к G Zn H

3) sin4 x — cos4 x = 0,5.

(sin2 x — cos2 x)(sin2 x + cos2 x) = 0,5;
27Г

— cos 2x = 0,5; cos 2x = —0,5; 2x = ±— + 2ттк\
о

X
.ТГ 27Гт 7Г

,
.

, _

±— + ~тгк; х = =Ь— + ттк | к G Z.
О Z о

г: {:
7Г

Ответ: d= — + тгк | к G Z
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4) 2 cos2 (ж — 7г) + 3 sin(7r + х) = 0.

2 cos2 х — 3 sin х = 0; 2(1 — sin2 х) — 3 sin х = 0;

2 sin2 ж + 3 sin х — 2 = 0;

, . ч
-3 ± х/9 + 16 —3 =Ь 5

(sinx)i>2 = =

—~А—;
sinx = —2 ^ [—1; 1]

sinx = х = (—l)fc^ + 7гА: | к G Z
'

4sin2x — 2 = 0; —2(1 — 2sin2x) = 0; —2cos2x = 0;

— cos 2x = cos2 2x; cos 2x(cos 2x + 1) = 0;

5) 3tg2 x — sec2 x = 1.

о 5 7Г— = i; cosx

cos^ x cos^ x

3 sin2 x — 1 = cos2 x; 3 sin2

7Г
= 1; cosx ф 0 при x ф — -j-nk \ к G Z;

2
x; 3 sin2 x — 1 = 1 — sin2 x;

6) sin2 x — cos2 x = cos2 2x.

cos 2x = 0

cos 2x = —1
’

7Г

2x = — + тгк

2X = 7Г + 27ГП

7Г

X = — + ТГП

Z

Ответ:
7Г 7Г

1
7Г .

— + —А;; — + 7гп I /с, n G Z
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Тренировочная работа 7

1. Вычислите:

7Г

1) sin2а, если cosa = —0,8 при
— <
Z

2) sin f2 arccos j ;

3) sin ( ^ — 2 arctg 0,28 ) ;

1 4'

4) sin ( 2n — - arccos - ,
,

гч
• /

1 5
5) sm ( - • arcctg — ,

,

.л • /Зтг 1 ( 3
6) sin ( — + - arccos I --

7) tg ( тг-^arccos^J .

2. Упростите:

i)

4)

cos 2a sin 2a

cosa sina

sin 3a cos 3a

sina cosa
’

2 sin2 jv45°+H
1 — 2 cos | + cos x

1 + 2 cos ^ + cos x

a < 7г;
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3. Докажите:

1) sin 15° • sin 75° =

. 1 — cos 25°30' о
*т~0 1

2 = ctg2 77 15 .;
1 + cos 25°30'

6

4. Решите уравнения:

i\ •

о 4
х

• 4 х

1) sin2x = cos4 — — sm —;
Z Z

2) tg2x = 3sinx;

9 3 9 3
3) cos"5 -x — sin -x + 2 cos 4x • cos 3x;

z z

4) 2 cos2(27r — x) = 3 sin(7r — x) + 2;

-4 , f 7Г x\
5) 1 — smx = cos I — + - 1 ;

6) 4sin2 x(l + cos2x) = 1 — cos2x.
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Решение тренировочной работы 7

1. Вычислите:

7Г

1) sin2а, если cosa = —0,8 при
— < a < 7г.

sin 2a = 2 sin a • cos a; sin a = db\/l — cos2 a;

sina > 0; sina = y/\ — (—0,8)2 = 0,6;

sin 2a = 2 • 0,6 • (—0,8) = —0,96

2) sin ^2 arccos ^ = 2 sin ^arccos ^ • cos ^arccos
3\ 3

5
’а) cos ( arccos

V 5

_ 3 / 7Г .

б) arccos — G I 0; — 1 ,
значит sm ( arccos ^ ) > 0.

2- fl- cos arccos -

V 5

24

25

7Г

3) sin ( — — 2 arctg 0,28 ] .

a = arctg0,28; tga = 0,28; a G I 0;
7Г

1 1 25
cosa =

±y/l + tg2a’
cos 2a = 2 cos2 a — 1;

cosa =

y/1 + (0,28)2 x/674’

7Г

sin ( — — 2 arctg 0,28 ] = cos (2 arctg 0,28) =

674

288

337

СЛ
|

CO
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.л • 1 4\ -Л 4'
4) sm 27Г arccos - = — sin - arccos - , ,' 1

2 5/ V 2 5У’

4 / 7г\ а / 7г ,
arccos

^
= I 0; — I

, тогда
- G I 0; - ) .

.а 1 — cos а
.
а

sm - = ±W ; sm - > 0, поэтому

.
OL

sm — =

2 \
a/Io
IF’

значит

• 1 4 .

sin I 27Г — - arccos - ) =

5) sin Q • arcctg .

/Ш
10

_ 5 / 7t\ ctga
Так как arcctg — = a G 0; — и cosa = 7=,

l2 V 2/ ±л/1 +Ctg2«

to cos a =

_5_
12

1 + (12)

5

2
~

13'

a ( 1г \ .a л .a

2
G t 2 J ’ sm5>01 sm2=±1

'

1 — cos a

.
a 1 — —

13
_

2VT3
Sm2=\ 2 13

6) sin( y
+ ^arccos(_i )) =

cos - arccos .

.2 V 4

V2
4

так как

a = arccos ( G - т°гДа f G (f; f ) ;
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а а /1 + cos а

cos — > 0; cos — =
\ ;

2 2 V 2
’

cos

^arccos
3\ 3

arccos - ) = —

= cos 7г — arccos

= — cos (г

a

cos — =

2 \

3

J_ _

a/2

y/E
~

~4~'

7) tg (тг — ^ arccos ~ j = - tg Q arccos ^ ) ;

5 5 all — cos a

arccos—= a; cosa = —; tg- = ±W— ;
13 13 2

у
1 H- cos ce

a G ( 0; - J , тогда
- G (0; - J ; tg — > 0;

tg-
a

\

'-A
1 + 13

2/1 5
-; tg 7Г— arccos —

18 3’ 6V 2 13

2. Упростите:
cos 2a sin 2a

i)
cos a sin a

sin a • cos 2a — cos a • sin 2a sin(a — 2a)
sm a • cos a

— sin a 1

sm a • cos a

= [— scca[ при a ^ 7гк \ к £ Z.

2)

sm a • cos a cos a

sin 3a cos 3a cos a • sin 3a — cos 3a • sin a

sm a cos a sm a • cos a

sin 2a 2 sin a • cos a

sm a • cos a sm a • cos a

3) 2 sin2 ^45° + ^a^ — 1 = — cos(90° + 3a) = 1 sin3a 1.

CO
|

to
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4)
2 cos | (cos f — l)

l+2cos l+cosa: 2 cos2 ^+2 cos ^ 2 cos ^ (cos f + l)
1 —2cos|+cosx 2 cos2 | — 2 cos f

cos -

1 + cos :

3. Докажите:

1) sin 15° • sin 75° =
4

2 sin2 j

2 cos2 j

1

_tS T

L = sin 15° • sin 75° = sin 15° • sin(90° — 15°) =
1

4'

L

= sin 15° • cos 15° = ^ sin 30° = ^ ^
2 2 2

l

П:
=> L = n.

. 1 — cos 25 30 о
-ми r/

2) = ctg2 77° 15'.
1 + cos 25°30'

1 - cos 25°30'
_

2 sin2 12°45'
_

“

1 + cos25°30'
~~

2 cos2 12°45'
“

= tg2 12°45' = tg2(90° - 77° 15') = ctg2 77° 15'.

L = ctg2 77° 15'

П = ctg2 77° 15'

4. Решите уравнения:

L = IL

1) sin2x = cos4 ^
x

sm

x x

sin 2x — cos — — sin — cos — + sin x —

2 sin x • cos x = cos x • 1; 2 cos x ( sin x — - ] =0;

cos x = 0

1
sm x — -

2

Ответ

7Г

X=—-h7rk\k£Z

7Г

X = (-l)n ( — ) + 7ГП | П G

7Г

+ тгк; (—l)n ( — ] -h 7ГП | A;, n G
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2) tg2x = 3sinx.

sin2x
0 , ч

— = 3smx ( cos2x 7^: 0 );
cos 2х

v ^ h

2sinx-cosx = 3sinx-cos2x; sinx(2cosx — 3cos2x) = 0;

sin x = 0 x = тгк\к G Z

2 cos x — 3(2 cos2 x — 1) = 0
’

1 ± VI + 18 l±vT9

6 cos2 x — 2 cos x — 3 = 0;

(cosx) 1,2
6 6

l±x/l9 .

x = ± arccos h 27rn | n G Z.

Очевидно, что корни уравнения удовлетворяют

условию cos 2х ф 0.

Ответ: < х = тгк; ± arccos + 27гп | fc, n G Z 1 .

о 3
3) cos2 -х = sin2 -х + 2 cos 4х • cos Зх.

3

2

3

2:

2

3

2С
cos2 -х — sin2 -х — 2 cos Ах • cos Зх = 0;

cos Зх — 2 cos 4х • cos Зх = 0; cos Зх(1 — 2 cos Ах) = 0;
7Г

cos Зж = 0 ЗХ = (-7Г/С
1 ;

2

cos 4x = —

.
7Г

^

’

2 4x = ±—+27rn
3

ТГ 7Г _

,
_

_

х — — + —к \к G Z
6 3

. 7Г 7Г .

х = ±й+2п1пе
Ответ:

Г 7Г 7Г
,

7Г

\6
^ 3fc;±12

7Г

+ —п | fc,n G Z

4) 2cos2(27г — ж) = 3sin(7r — х) + 2.

2cos2 ж — 3sinx — 2 = 0; 2(1 — sin2 х) — 3sinx — 2 = 0;

2sin2 х + 3sinx = 0; 2sinx(sinx + 1,5) = 0;

sinx = 0

sinx = —1,5 0 [—1; 1]
’

Ответ: {тгк \ к G Z} .

x = тгк | к G Z;
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. I тг х

5) 1 — sma: = cos — + —

1 4 2

m 1
7Г x

Так как cos [ — + —

4 2

ТГ X

cos — • cos —

4 2

7Г

sin

\/2 х \/2 .
х

то 1 — sm х = —— cos — sm —.

2 2 2 2

2 sin ^ • cos ^2 2

a:
.

x

cos - — sm -

2 2

y/2 ( x
,

x
—— cos - — sm -

2 V 2 2

y/2 ( x
.

xs
—— cos — — sm —

2 V 2 2,

x
.
x\ ( x

.
x y/2\

cos - -sin- cos - -sin- — = 0.
2 2 \ 2 2 2

sm

2’

a) cos | - sin | = 0; tg | = 1;

X ТГ _ 7Г
л ,

_

—
=
— + тгк\ x = — + 2тгк | к G Z;

^ “Г Z

6) cos
x

.
ж \/2

sin — — = 0;

л/2 #
—— cos -

2 2

2 2

y/2 .
x

—- sm -

2 2

1

2’

,
X ТГ

COS|
2
+

4

1

2’
£ ТГ

,
7Г

л ,

- + - = ±- + 27rn|nG,
7Г 27Г . _

x = —— ±— +47rn|nGZ.
2 »J

Ответ
Г 7Г 27Г

:

\"~2 Т
ТГ

+ 47гп; — + 2тгк \ к, п G
Z

6) 4 sin2 х(1 + cos 2х) = 1 — cos 2х.

4 sin2 х(1 + cos 2х) — 2 sin2 х = 0;

2 sin2 х(2 + 2 cos 2х — 1) = 0;

sin х = 0

cos 2х = — ^ ’

Z

х — тгк

2тг
2х = ±-—+27гп

’

о

х = тгк

.
7Г I fc,n G Z.

X = ±— +7ГП
О

Ответ + 7ГП | fc, n G =}•
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Тренировочная работа 8

1. Вычислите:

1 \ • (П \ 8 37Г
1) sin — + а , если cosa = ——

при 7г < a < —;'

V3 / 17 2

. /тг \ 7 7г

2) sm I — + a 1 , если ctga = ——

при
— < a < 7г;

/ ТГ \ 4 7Г
— + a , если cos a = — при

—

4 J 5 2
3) ctg ( — + a J ,

если cosa =
—

при
— < a < 7г;

\4 / 5 2

7 7Г

4) tg (a — 45°), если sina = — при 0 < a < —;
25 2

Ч/.5 Ч

ГЛ

37г
5) cos(arcsm — — а), если cosa = 0,8 при

— < а < 27т;
lO Z

R\ ■ ( *
5 7Г

6) sm I а — arcctg - I
, если cosec а =

-

при
— < а < 7г;

у о J о Z

- ( •
40

•
9 А

7) sin arcsin — + arcsin — .

V 41 41/

2. Докажите тождества:

1) cos(60° + а) • cosa + sin(60° + а) • sina =

2) sin(45° — а) • cosa + cos(45° — a) • sina =

3) ctg a — ctg 2a = cosec 2a;

,4
sin2 a — 1 9

4j 7 —; 1- ctg a = ctg a • cosec a;

(cos a — sec a) • sm a

tga + ctga cos3 a
2

5) 1 + cos a H 9— = cos a • cosec a.
sec a • cosec a sinz a
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Решение тренировочной работы 8

1. Вычислите:

1 \ • I
П \ ^ 37Г

1) sin —ha , если cos а = при тг < а < —.
1
3 ) 17 2

а £ III, значит sina < 0; sina = — л/1 — cos2a;

sma
17

64

289

15

17’

ггл . I
7Г \ .

ТГ ТГ
.

Так как sm ( — + a 1 = sm — • cos a + cos — • sm a

1
= — cos a H— sm a, то

2 2

sin(f+a) = T'(-^)4
15

17

8л/3 +15
34

. I 7Г \ 7 7Г

2) sin [ — + a 1
,
если ctga = ——

при
— < a < тг.

a G ( -^;7г ) ,
значит cosa < 0; sina > 0;

1
sma =

1 + ctg2 a
’ sma =

24

i+JL 25’
± ^

576

cosa

ГТЛ . / 7Г \
.

7Г 7Г

Так как sm — + a = sm — • cos a + cos — • sm a =

\4 J 4 4

= (cosa + sina), to

/тг \ /24 7 \ s/2 17
sm -+al=- =

17\/2
50
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7Г

3) ctg [
— + а ) , если cos а

4 7Г
-

при
— < а < ж.

5 2

Из условия следует, что sin а > 0;

3

5’

4\
_ _3 5

5 )
~

5
‘

4

3

4’

4 / 1 — tg j
• tg а 1 tg а

tg
7Г

■+а =

н
1+1

1 7 1
значит ctg(j+«)=m.

7 7Г

4) tg (а — 45°), если sina = — при 0 < а < —.

Zo Z

a G I, значит cosa > 0;

cos a = 4/1 —
25

так как tg (a — 45°) = у

24
_ в

24
_ 7_в

25’
tSa ~

25
:

25
“

24’

tga — tg45° tga — 1

то tg(a — 45°)
7_
24

+ tg a • tg 45° 1 + tg a
’

1 17 31

1 . JL 24 24
1 ^

24

17

'31

4^.5 v 37Г
5) cos(arcsm — — а), если cosa = 0,8 при — < a < zn.

JL о Z

Из условия следует, что sin a < 0;

sina = — л/Г cos2 a; sma = —\/l — 0,82 = —0,6;

•
5 (n A ( •

5
I n

arcsin — G I 0; — I ,
значит cos I arcsm— J > 0, тогда
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Так как cos ^arcsin — а^ =

/ .
5\

.
/

.
5

= cos arcsin — • cos а + sin arcsin —

TO cos
/ 5 \ 12 5

(rain--aj=--0,8-0,6--
48

_

15

65 65

33

65

n\ ■ ( 4\ 5
6) sm la - arcctg - I

,
если cosec a

—
-

при

гг
5.3

1ак как cosec a = -, то sina =

3 5

a G f^’7r) ’
зиачит cosa < 0;

cos a = —

\ /1
25 5’

4 4 / 7Г

arcctg з=/?; ctg/3 = —; /3ef0;-);

Тогда sin /3 =

л/l + Ctg2/?
,
значит sin /3 =

cos/3 >0; cos/3 = Wl — = ^.
Учтем, что sin ( a — arcctg —J

=

{ Л ■ f 4
= sm a • cos I arcctg

- I - sm I arcctg -

4\ 3 4 3 / 4\

sm[a-arcctg-J =

_

12 12
_

25
+

25

24

25

• sina,

7Г
— < a < 7Г.
A

sin /3 > 0.

1

7^f=

cosa, тогда

СЛ
|

CO
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^ • ( .
40 9

7) sin arcsin — + arcsin —

\ 41 41

N
„ .

.
40 / 7г

а) Обозначим а = arcsin — Е 10;—. ,

40
Л /,

since = —; cosa > 0; cosa=Wl _9_
41

‘

б) Обозначим в = arcsin — Е
41 0#

9 / / 9 \ 40
sin/?=-; cos/? > 0; Cos/?=yi-^-j =-.

sin(a + P) = sin a • cos /3 + sin /3 • cos cc =

40 40 9 9 1600 81
+ +

41 41 41 41 1681 1681

2. Докажите тождества:

= ш.

1) cos(60° + a) • cosa + sin(60° 4- a) • sina =

a) cos(60° + a) • cos a =

= (cos 60° • cos a — sin a • sin 60°) • cos a =

Vs .

l

\/3 .

= I - cos a — sin a I • cos a = - cos a —— sma • cos a;
\ Z Z J z z

6) sin(60° + a) • sina =

= (sin 60° • cos a 4- cos 60° • sin a) • sin a =

'V3 Vz
^

cosa + - sina I -sina =
-y-

sin a-cos a + -sin^ a.

L = cos(60° + a) ■ cos a + sin(60° + a) ■ sin a =

L =

П =

v/3
2

= ^ cos2 a — sin a ■ cos a + cos a -sin a + ^ sin2 a =

cos2 a + ^ sin2 a — ^(cos2 a + sin2 a) = ^.
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Примечание. Можно проще, если сразу увидеть, что

cos(60° + а) • cos а + sin(60° + а) • sin а =

= cos(60° + а — а) = cos 60° =

2) sin(45° — а) • cosa + cos(45° — a) • sina =

y/2'

Докажем по аналогии с предыдущим примером:

L = sin(45° — a) • cosa + cos(45° — a) • sina =

y/2
— sin(45° — a + a) = sin 45° = .

l=4=y/2
y/2

=>Ь = П.

3) ctg a — ctg 2a = cosec 2a.

cos a cos 2a
L = ctg a — ctg 2a =

cosa

sin a sin 2a

cos 2a 2 cos2 a — cos 2a

sin a 2 sin a • cos a 2 sin a • cos a

2 cos2 a — (2 cos2 a — 1) 1

П = cosec 2a

L =

sin 2a

1

sin 2a

sin 2a

xx sin 2a
Итак, .

n= —^
sm 2a

=> L = П; a Ф —к \ к £ Z.
z
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4)
sin2 а 1

(cos а — sec а) • sin а
+ ctg а = ctg а • cosec а.

П = ctg а • cosec а
2

л, —
COS ОС

L =
sin2 а — 1

(cos а — sec а) • sin а

— cos2 а

sm а sin* а

+ ctg а =

cosa

sin3 а

(cos а — ) • sin а
у cosa)

+
cosa

cos2 а
cos2 а—1

+

sma

cos a — cos2 a
+

cosa

• sma
sma

cosa
sma

sma

— cos3 a
^

cos a cos3 a + cos a • sin2 a

sin3 a sma

.2 Л . 0^2 .

sin3 a

cos a • (cos a + sin a) cos a

sin3 a sin3 a

L =

Итак,
П =

cosa

sin3 a
cosa

sin3 a

=> L = П при a Ф —k | к G Z.

tga + ctga
5) 1 + cos a +

cos3 a

sec a • cosec a sin2 a
= cos a* cosec a.

L =
tg a + ctg a

— 1 + cos a +
sec a • cosec a

sm a cos a

+

cos3 a

sin2 a

1

cos a sina/ cos a • sm a

sin2 a + cos2 a cos a • sin a

— 1 + cos a +
cos3 a

sin2 a

cos a • sm a

— fcnri2 ^ _L ,

1
— 1 + cos a +

cos3 a

sin2 a

(sin a + cos a) — 1 +
cos a • sin2 a + cos3 a

= 1-1 +
cosa

sin2 a

cosa

sin2 a

sin2 a

= cosa • cosec a.

TT
L = cos a • cosec2 a

Итак, ^ 2П = cos a • cosecz a
L = П при a ф —k | к E Z.

Zi
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Тренировочная работа 9

Упростите:

1) cos(a — /3) — sin а • sin /3;

2) cos а • cos /3 — cos(a — /3);

3) sin(a + 120°) — sin(60° — a);

cos 65° • cos 40° — sin 65° • sin(—40°)
sin 17° • cos 8° + cos 17° • sin 8°

57Г 7Г .
. 57Г 7Г

COS
-g-

• COS
3
+ Sin -g-

• Sin
3

5) —

6)

tg (t - a)
cos a — V3 sin a

cos 75° • cos 25° — sin 75° • sin 25°

sin 20° • cos 10° — cos 20° • sin 10°
’

8) sin 740° - cos 77° • cos 213° - cos 13° • sin 33°;

tg 225° + tg 171° • tg 21°
9)

10)

П)

12)

tg(—171°) + tg201°
’

y/2 cos a — 2 cos(45° — a)
2 sin(30° + a) — y/3 sin a

’

cos a — 2 cos(60° — a)

2sin(a — 30°) — v^3sina’

sin | - tg(45° + (3) ■ tg(45° + 3/3)

tg(45° + 0) + ctg(45° - Щ
'
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Решение тренировочной работы 9

Упростите:

1) cos(a — (3) — since • sin/3 =

= cos a • cos /3 + sin /3 • sin a — sin a • sin /3

2) cos a • cos (3 — cos(ce — (3) —

= cos a • cos /3 — (cos a • cos /3 + sin a • sin (3)

3) sin(ce + 120°) — sin(60° — a) =

= sin ce • cos 120° + sin 120° • cos a—

— (sin 60° • cos a — cos 60° • sin a) =

= — cos 60° • sin a + sin 60° • cos a—

— sin 60° • cos a + cos 60° - sin a — [0].

cos65° • cos40° — sin65° • sin(—40°)
4) =

sin 17° • cos 8° + cos 17° • sin 8°

cos 65° • cos 40° + sin 65° • sin 40°
“

sin(17° + 8°)
_

cos(65° - 40°) cos 25° —

= ^ r*
= — ctg 25 .

sin(17° + 8°) sin 25° L-^

cos a • cos /3 .

— sin a • sin (3
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6)
cosa л/З sisina

1 л/3
= - cosa sina = cos 60° • cosa—sin 60° • sina = cos(60°+a).

z z

Или
cosa л/3 sisina

cos a
y/3 .

—— sm a =

2

.
7Г 7Г

sin — • COS Q! — cos — • sin a
6 6

7Г

sm I - - a

cos 75° • cos 25° — sin 75° • sin 25°

sin 20° • cos 10° — cos 20° ■ sin 10°

_

cos(75° + 25°)
_

cos 100°
_

sin(20° — 10°) sin 10°

_

cos(90° + 10°)
_

-sin 10° r—.

sin 10° sin 10°

8) sin 740° — cos 77° • cos 213° — cos 13° • sin 33° =

= sin 20° - cos(90° - 13°) • cos(180° + 33°) - cos 13° • sin 33° =

= sin 20° — sin 13° • (— cos 33°) — cos 13° • sin 33° =

= sin 20° + sin 13° • cos 33° — cos 13° • sin 33° =

= sin 20° + sin(13° — 33°) = sin 20° + sin(—20°) =

= sin 20° — sin 20° = Qj].

9)
tg 225° + tg 171° • tg 21°

_

tg(—171°) + tg201°
“

tg(180° + 45°) + tg(180° - 9°) • tg21°
- tg(180° - 9°) + tg(180° + 21°)

tg 45° + tg(—9°) • tg 21° 1 - tg 9° • tg 21°
— tg(—9°) + tg21°

= ctg(9° + 21°) = ctg 30°

tg9° + tg21°

y/3
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10)
y/2 cos а — 2 cos(45° — а)
2 sin(30° + а) — y/3 sin а

_

y/2 cos а — 2 (cos 45° • cos а + sin 45° • sin а)

2(sin 30° • cos а + sin а • cos 30°) — y/3 sin а

cos ol — 2 cos(60° — a)

sin(a — 30°) — \/3sina
cos a — 2 (cos 60° • cos a + sin 60° • sin a)

2(sina • cos30° — cosa • sin30°) — \/3sina

tg(45° + (3) + ctg(45° - 3/3)
Обозначим tg (3 = a; tg 3(3 = b. Тогда

-j
1 ~\~CL l“f“b

1 ~ 1^0
*

1^6
_

1+a . l-Ьb
1 —n ' 1 —h

(1—a)(l — 6) — (l+a)(l+b) (l+a)(l — b) + (lH-b)(l — ft)
(l-a)(l-6)

:

(l~a)(l~b)
l —b—a+ab—\ —b—a— ab l —b+a—ab+\ —a+b—ab

(1—a)(l —6)
'

(l-a)(l-6)
—2d — 2b (1 — ^)(1 — fr) —2(ci -f- b) ft H- b

2 cos a+sin a)— л/З sin a

12)
sin | - tg(45° + /3) • tg(45° + 3/3)

(1 — a)(l — b) 2 — 2ab 2(1-
sin I - tg(45° + p) • tg(45° + 3/3) 1 -

2(1 - ab) 1 - ab

1 l+tg/3 1-ftg 3/3
1

1—tgjg
•

1—tg 3(3

tg(45° + P) + ctg(45° - 3/3) l+tg /? , l+tg3/3
l-tg/3

"1"
l-tg3/3

= - tg(/3 + 3/3) = | — tg 4/3 .
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Тренировочная работа 10

Решите уравнения:

cos 2х ■ cos х — sin 2х ■ sin х = 1;

10

И

12

13

14

15

( 7г\
.

/ 7г\ л/З
cos I 2х + — • cos х + sin I 2х + — • sin х — ——;

V 4) V 4) 2

tg {%х - I) + 1

l-tg(2x-=)
_1’

cos x = 2 cos “ ■E) ;

sin 5x • cos 2x — cos 5x • sin 2x — 1;

cos + x^ + cos ^ - x^j = 1;

sin(m + x) — sin(m — x) = 0;

3 cos x = 8 cos ( ^ + x ) ;

2tgY2 ~tgX = 2tgX '

tgJ2
~ 1;

cos (x + + 2 sin x • sin

sm I x + тг? J
— 2 cos x • sm ~sin (x + ^ — 2 cos x • sin

5sin
yx

+ ~J = 7sin ^x — J ;

4 sin3 x + 4 sin2 x — 3 sin x — 3 = 0;

/ 7Г \
3 cos I — + x 1 =sinx;

2sec2x — 3tg2x = 1;

sin 3x = 4 sin x • cos 2x.
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Решение тренировочной работы 10

Решите уравнения:

1) cos2x • cosx — sin2x • sinx = 1.

27г
cos(2x + x) = l; cos3x = l; Зх = 27Гк; х =—к

о

Ответ: ^ ^-к \ к Е z| .

2) cos ( 2х 4- ^ • cosx + sin ^2х + ^ • sinx =

7Г

cos ( 2х 4- — — х
>/3 / ТГ

—; cosfx + -

2
’

ТГ 7Г Л 7

х + - = - + 2пк
4 о

7Г 7Г

х + - = -- + 27ТП
4 6

X

X =

7Г

12

57Г

12

+ 2'кк I к Е Z

4- 27гп I п Е

Ответ = {-5
57Г

+ 27ГА;; —— + 2пп \ к, п G

tg (2® - 5) + 1

3) —ь -L = i.

l-tg(2*-f)

tg (2® - I) + tg j6 j + tg 4
/

n n\
7 -T

= 1; tg [2x - - + - = 1;
tg (2® e) tg 4^ ' 6 4/

Л
7Г 7Г 7Г

,
-

,
7Г

2x — — + — = — 4- 7г/с \ k E Z; 2x
6 4 4 6

2x = ^ 4- 7tA:; x = ^ + ^-k \ к E Z.
О 1Z z

7Г&;

Ответ {7Г
7Г

12
+

2
A: I к e Z ^ .

Ii E Z.
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4) cos х = 2 cos — x^j .

2cos ^ — x^j — cosx = 0;

_ ( тг
.

тг
.

\
2 I cos — • cos х + sm - •sinx I — cos x = 0;

jl y/3 \

45“* + T“*J-
= *

cos x + л/З sin x — cos x = 0;

\/3sinx = 0; sinx = 0; x = тгк \ к G Z.

Ответ: {7гЛ: | fc G Z} .

5) sin 5x • cos 2x = cos 5x • sin 2x — 1.

sin 5x • cos 2x — cos 5x • sin 2x = — 1;

sin(5x — 2x) = —1; sin3x = —1;
7Г

л 7
7Г 27Г

,
.

, _

3x = —— + 2тгк; x = —— + —к \ к G Z.

Ответ: I ^ ^ •

6) cos ^ + x^ + cos ^ - x^ = 1.

ТГ
.

7Г 7Г
.

7Г

cos — • cosx — sm — • sinx + cos — • cosx + sm — • sinx = 1;
о о о О

7Г 1
2cos — • cosx = 1; 2 • - • cosx = 1;

о z

cosx = 1; x = 27ГП | n G Z.

Ответ: {27гп | n G Z} .

7) sin(m + x) — sin(m — x) = 0.

(sinm • cosx + cosm- sinx) — (sinm • cosx — sinx • cosm) = 0;

2sinx • cosra = 0;
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7Г

а) cosm = 0 (Vx) при т — —b 7гк \ к Е Z;
Z

б) cosm т^О; sinx = 0;
7Г

т ф — + 7г/с | A: Е Z; х = 7гп | n Е Z.

7Г

Ответ: при т = — + 7г/с | /с Е Z х
— любое;

Z

7Г

при т ф — -f 7г/с | /с Е Z х = 7гп | n Е Z.

8) 3 cos х = 8 cos ( ^ + x

3 cos x = 8 [ cos ^ * cos x — sin — • sin x
V 3 3

3cosx = 8 j - cosx — sinx j ; 3cosx = 4cosx — 4л/3зтх;
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10)
COS (* + £) + 2 sin х • sin 12

(Х 15 ) _ 2 COS Х ' S*n
Т2

= 1.

sm

cos х • cos — sin x • sin + 2 sin ж • sin

sm x • cos
у2 + cos ж • sm

j2

cos x • cos + sin x • sin
w

ctg x

7Г
1
12

7Г

12

7Г

1; x

12
— 1 •

7Г

—

-Lj

12

7Г 7Г

12

=

4

2 cos x • sin

cos mi=i;
in (* - n)

7Г

3
GZ.

Ответ: < 77 + тгк | к G
О

11) 5 sin ( x + ^ ) = 7 sin I x

- / • Я-
.

7Г \ .
тг

5 (smx • cos — +cos x • sm —1 = 71 smx • cos — —cos x

7Г 7Г

2 sin x • cos — — 12 cos x • sin — = 0;
3 3

л/З /-
sinx — 12cosx •

= 0; sinx — 6y3cosx

sm

0;

tg x — бл/з = 0; tg x = 6д/3; ^ = arctg 6\/3 + 7rfc | к G Z.

Ответ: {arctg 6л/3 + ттк \ к G Z} .

12) 4 sin3 х + 4 sin2 х — 3 sin х — 3 = 0.

4sin2 х • (sinx + 1) — 3(sinx + 1) = 0;

(sinx + l)(4sin2 x — 3) = 0;

(sinx + 1) (2 sinx — \/3)(2sinx + л/З) = 0;

sinx = — 1

V3
2

2

sinx

sinx

x = — ~ + 2irk | A; G Z

7Г

X (—l)n • — + 7ТП | n G Z
о

7Г

(-1)4 •

“о ]+*t\t e
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х = — ~ + 27тк | к Е Z

,
7Г . _

X = ±— + 7ГП I n Е Z
о

Г 7Г 7Г 1
Ответ: < —— + 27гА:; ±— + 7гп | /с, п Е Z > .

13) 3cos^+x^ = sinx.

q ( п
•

^

3 cos — • cosx — sm — • sinx = sinx;
V 6 6 J

Q(V3 1
. \ 3x/3 !

3 —- cosx — - sinx = sinx;
—----- cosx —

^ 2 2 J ’2 :

Зл/З cos x — 5 sin x = 0; 3\/3 — 5 tg x = 0;

3\/3 Зл/З 7 , , w

tgx = ; x = arctg |- 7rfe fc E Z.
5 5

{3\/3
1

arctg h irk | к E Z > .

5 J

14) 2 sec2 x — 3 tg2 x = 1.

2 3 sin2 x 2 — 3 sin2 x
~

9 „

=

cos2 x cos2 x
’

cos2 x

7Г
2 — 3 sin2 x = cos2 x; x^- + 7rA:i | k\ E Z;

2 — 3 sin2 x = 1 — sin2 x;

1 — 2 sin2 x = 0; (1 — \/2sinx)(l + \/2 sinx) =

1
sm x = —7=

x = у + I /с E Z.
1 4 2

sinx = ■=

y/2

Ответ: | ^ + ^k | к E z|

sinx = 0;

0;
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15) sin Зх — 4 sin х • cos 2х.

sin(2x + х) = 4 sin х • cos 2х;

sin 2х • cos х + cos 2х • sin х — 4 sin х • cos 2х;

sin 2х • cos х — 3 cos 2х • sin х = 0;

2 sin х • cos x • cos x — 3(cos2 x — sin2 x) • sin я =

sin x • (2 cos2 x — 3 cos2 x + 3 sin2 x) = 0;

sinx- (3 sin2 x — cos2 x) = 0; sinx- (3sin2x— (1
sin x(3 sin2 x + sin2 x — 1) = 0;

sin x = 0
sin x = 0

4 sin2 x — 1 = 0
’

sin x = 0

1 x
sinx = -

2 ;

sinx

2 sin x — 1 = 0 ;

2 sin x + 1 = 0

ттк\к eZ
7Г

X = =b— + 7ГП | n G Z
*

7Г

Ответ: < irk; ±— + тгп I n G Z
6 }

: 0;

— sin2x)) = 0;
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Тренировочная работа 11

Вычислите:

1

10

11

12

13

2 Зтг
tg2a, если cosa — -

при
— < a < 27т;

о Z

37Г
ctg2a, если sina = —0,3 при 7г < a < —;

Z

3 2у/б
cos(2a —/?), если tga sin/3=——-при /3 Е II четверти;

5 7

/ 7
cos I 2 arctg —

ctg ^2 arcsin ;

cos + 2 arcsin 0,96 ) ;

.a 119 37Г
sinесли tga = — при ж < a < —;

(I .
3\

tg 1 ^ “ 2
arcsm

5 ) ;

а 1 7Г
tgесли tga =

-щ=
при 0 < a < -;

7Г 1
ctg 1 2

_

2
arctg

4 У
’

а

sin—, если sina = —0,8 при 180° < a < 270°;
z

COS

1 ( 12

jarctgl--
а 15

cos —, если sina = ——

при 630° < a < 720°;



Тренировочная работа 11 171

14) sin (2ir — - arccos ^ ;J
V 2 13/

в 13
15) ctg —, если cos (3 = ——

при 540° < /3 < 630°;
z oo

16) COS
1

.
/ 5

2lr--arcsml--

15
17) cos 5a:, если cos 10a: = ПРИ 1080° < 10a: < 1200°;

(* 1
• 12^

18) +
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Решение тренировочной работы 11

Вычислите:

, ч Л
2 Зтг

1) tg2a, если cosa = -

ири
— < a < 27г.

О Z

4 1
cos 2а = 2 cos2 а — 1; cos 2а = 2 1 = —;

9 9’

sina < 0, так как a G IV четверти;

sma = -vT= cos* a; sma

sin 2a = 2 sin a • cos a; sin 2a = 2 • ( — J
• -

=
— - л/5;

\ о I о У

tg 2a =
sin 2a

cos 2a
; tg 2a = —; tg2a = | 4y^

Зуг
2) ctg2a, если sina = —0,3 при 7r < a < —.

Zi

cos 2a = 1 — 2 sin a; cos 2a = 1 — 2 • (—0,3) = 0,82;

cosa < 0, так как a G III; cosa = — y/l — (—0,3)2 = — %/91_
10

’

sin 2a = 2 sin a-cos a; sin2a = 2- -(—0,3) =

cos 2a
„ 0,82

ctg 2a = ———; ctg 2a
sin 2a 50\/9l

41\/9T
273

3 2 \/6
3) cos(2a — /?), если tga =-; sin /3 = ------

при (3 G II четверти.
5 7

cos(2a — /?) = cos 2a • cos (3 + sin 2a • sin /3;

cos 2a =
1 — tg2 a
1 + tg2 a

; cos 2a =
l--?-1

25

1 + 25

16
_ _8_

34
”

175
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sin 2а =
2 tga:

1 + tg2 а
; sin 2а =

1 + 25

30
_

15

34
”

17’

cos (3 < 0, так как /3 Е И; cos f3 = —yjl— sin2 /3;

cos (3 = —

л 1 —
2уД

cos(2a — /3)

5

7’

8 5 15 2>/б
17

'

7
+

17
’

40 - 30^
119

4) cos ^2 arctg —j
.

7 / 7Г

“‘8йЧ;2,
7 7

Пусть arctg — = а, тогда tga = —;

cos ^2 arctg ^ j = 2 cos2 arctg ^ — 1;

cosce =

cosa =

±y/l + tg2a
1 24

; no cosa >0, a E I четверти.

cos 2a = 2

т. e. cos I 2 arctg

2 • 576 - 625 527

252 625’

24

527

625

5) ctg ( 2 arcsin
25

7 .
7

Пусть arcsin = a; a£l четверти, sin a = —.

Zo Zo

=?ctg 2a =?
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cos 2а = 1 — 2 sin2 а;

49 527
cos 2а = 1 — 2

625 625’

cosa > 0, так как a € I; cosa = Wl
25

24

25’

„
7 24 336

sin 2a = 2 sm a • cos a; sm 2a = 2 • — • —
= ——;

Zo Zo ОZo

527
cos 2a 625 527

ctg 2a = . ; ctg2a= — = —

sm 2a £22 336
625

Таким образом, ctg 2a =
527

336

6) cos ( + 2 arcsin 0,96 ) .

37Г
cos ( — + 2 arcsin 0,96 ) = sin (2 arcsin 0,96).

Пусть arcsin 0,96 = a; sin a = 0,96; a G I четверти;

cosa > 0; cosa = yjl - (0,96)2 =

„
24 7 336

sm 2a — 2 sm a • cos a; sm 2a = 2 • — • —
=
——.

25 25 625

Таким образом, cos ( ^ + 2 arcsin 0,96 ) =
336

625

_4 .
a 119 37Г

7) sin-, если tga=
—

при ж < a <—.

1
cosa =

±\/l + tg2 a
1

cosa =

--/i+d)2

; cosa <0; a G III;

120

169’
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а 1 — cos а 7г а 37г
.
а

sm — = \1 ;
— < — < —; sm — > 0;’

2

.
а

sm — =

2 \
1

120
1 ^

169 1289 1
_

17 л/2
169

'

2
“

13
’

~2~
17у/2
26

8) tg ^7г - ^ arcsin .

3 3
Пусть arcsin - = а; а Е I; sina =

5 5

гг. ^ ( а\ а
1 ребуется найти ^

^ I — — tg —;

a 1 — cosa I
tg- =

—: ; cosa = W1
2 sm a V 5’

a

tg2
=

1 5
_

1

3'

Таким образом, tg ( 7г — ^ arcsin jj ) =

9) tg если tga =
-щ=

при 0 < a < |.
1

cosa;

cosa =

; cosa >0; a € I четверти;
±\/l + tg2 a

1 л/224
_

4x/l4

sina = л/l — cos2a; sina >0; a € I четверти;

sma '1-
224 1

225
~

15’

a 1 — cos a a

tgo=—;—5 tgo2 sm a 2

1 -
4\/14
15

15

15-4/14
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/ тг 1 3\
Ю) ctg ( - - - arctg - ) .

3 3
Пусть arctg - = a; а G I; tga = -;

(7г а\ а а

Ctg I 2
~~

2 J
= tg 2' 2

четвсрти;

cos а

i/l + tg2 а
= ; cosa > 0; cosa

а /1 — cos а а

tg О
=
V ; tg 17

=

2 у 1 + cos а 2

\

1 -

i + *
4 3'

1 + 0)'

гт,
. 7Г 1 3

,
Хаким образом, ctg [

— — - arctg - ] =

а

11) если sina = —0,8 при 180° < а < 270°.

cosa = -у/1 - (—0,8)2 = -^0^6 - -0,6;
а а

90°<-<135°; sin — > 0;
Lt Z

.
а /1 —cosa .

а /1 + 0,6
sm — =

\ ; sm — =
\
—-—

2 V 2 2 V 2

2\/5

12) cos

12

^arctg(-5
12\ 12

Пусть arctg ( —— J = a; a G IV; tga = —

—.

cosa =

cosa =

yjl + tg2 a

1 + И)

; coscc > 0;

5

^
~

13’
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OL 7Г

-GIV; —— < а < 0;

а

cos

'

1 + cos а 7Г а а

<
— < 0; cos — > 0;

а

“Г \
9
_

Зх/ТЗ
13

~

13
'

Таким образом, cos
Г1 * / 12M Зл/13

cos -arcg^-j
—

13

а 15
13) cos —, если sina = ——

при 630° < а < 720°.

cosa = ±vT— sin2а; так как a € IV, то cosa > 0;

cos a = \ /1
15

17 17’

a

C0S2
=

11 + cos a a
T_

-

,
так как — G IV;

a 1 + -1 ^
17
_

5\/34
cos- =

^ 2 34

/ 1 12
14) sm [ 27Г — - arccos —

Z io

•In
1 12

1
sin I 27Г — - arccos — | = sin

A IO

arccos

12

13

tt
12 12

Пусть arccos — — a: a G 1; cosa = —.
J

13 13

sm

a a a
'

1 — cos a a

Л
.
=
— sm —; sm — =

2 J 2’ 2

a

sm •

\

12 ,
13 \/26

26
’

• , ^
1 12

sin I 27Г — - arccos —

Z iu

>/26
26

G I;
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15) ctg если cos (3 = —^ при 540° < (3 < 630°.
2 85

(3 глт (3 (3 11 + cos /3
-GlV; ctg — < 0; ctg - =

2 2 2 У 1 — cos (3

\

1 -
13

85

1 +
13

85

16) COS 2тг arcsin
2

_5^
13

Пусть arcsin
7Г

cos [ 2n
a

13

cos

a;

a

< a < 0; sina = -

—.

COS

a

2’

7Г

cosa > 0, так как — — < a < 0;

cosa ^-sin2“; cosa = 'J1-(~h) =§
7Г a a

так как — — < — < 0, то cos — > 0;

a /1 + cos a a
cos — =

\ ; cos —

2 V 2 2 \ 26

Таким образом, cos

1
• ( 5

2-7Г — - arcsin ——

2 V 13

15

5л/26
26

17) cos 5®, если cos 10® = —— при 1080° < 10ж < 1200°.
JL -LO

540° < 5® < 600°; 5® G III; cos5®<0;

cos 5x = —
*

11 + cos 10®

cos 5® = — 1

l + ii
1 ^

113 f 64

Из
8л/1ТЗ
113
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Лг 1
. 12\

18) ctg^- + -arcsm-j.
_ 12 12
Пусть arcsin — = a; a G I; sina = —.

(7г а\ (а\
С*<Ч2 +

2
=“tg U):

cosa > 0, так как a G I; cosa = \/1 — (

a /1 — cos a

tg2
=

V 1 + cosa*

a

Так как — G I четверти, то

a
tg
— =

2 V 1 + cos a

1 — cos a a

i tg-=
i -

13

1 + 13

2

3;

/тг 1 12\

ctg|- + -»«««-I =
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Тренировочная работа 12

Упростите:

1) sin2 а — sin2 ^ + o^j ;

2) 1 — 8 sin2 а • cos2 а;

ч о
,

о а о а

3) cosz а — 4 sinz — • cos —;'
2 2

, ч
cos 2а sin 2а

4)
since cosa

’

1 —sin 2а

sin a — cos a

6) ctga —ctg2a;

^ 9 (к 3a\
08 [i~ y) ~

:

1 +cos 42°
'

1 - sin 48°’

1 — 2 sin § — cos x

9) 1 ;
1 + 2 sin | — cos x

1 + 2 cos % + cos x

10) 1 .

1 — 2 COS
2
+ COS X
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Решение тренировочной работы 12

Упростите:

1)

2)

3)

sin2 а — sin2
я
— + а 1 =

sm а — cos а ■ cos 2а .

1 — 8 sin2 а • cos2 а =

= 1 — 2 • (2 sin а: • cosa)2 = 1 — 2 sin2 2а = 1 cos 4а 1.

2 л • 2 ^ 2 ^
cos* а — 4 sin — • cos — =

2 2

4)

= cos2 а — ( 2 sin ^ • cos ^ ) = cos2 а — sin2 а = | cos 2а |

cos 2а sin 2а

sm a cos а

cos 2а • cos а — sin 2а • sin а

sin а • cos а

1 — sin 2а

sin а — cos а

„2 I ^02

cos За

1
sin 2а

2 cos За

sin 2а

sin а + cos а — 2 sin а • cos a (sin а — cos а)
sm а — cos а sm а — cos а

sm а — cos а

6) ctg а — ctg 2а =

cos a cos 2а cos а • sin 2а — sin а • cos 2а

1

7)

sin a sin 2а

sina

sin а • sin 2а sin 2а

7г За"

sin а • sin 2а

I cosec 2а 1.

2 cos2

= cos 2

4 2

7г За

- 1 =

7Г

cos 1 — — За ) = 1 sin За |.
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8)
1 + cos 42°

1 — sin 48°

1 + cos 42° 1 + cos 42° 2 cos2 21°
“

1 - sin(90° - 42°)
“

1 - cos42°
~

2 sin2 21°
ctg2 21°

9)
1 — 2 sin ;

cosx

1 + 2 sin 2
— cos x

2 sin2 | — 2 sin | 2 sin | ^sin f — 1^
2 sin2 | + 2 sin | 2 sin | ^sin | + 1^
CO, (’_*)_! 2sin2(j-|)

X t
Sin

2

— 1

x . 1
sm

2 +
1

cos (7Г _
x\

2~ 2) + 1 2 cos2 (i-i)
7Г

-tgz T-T

1 + 2 cos | + cos x

1 — 2 cos | + cos ж

2 cos2 | + 2 cos | 2 cos | (cos f + l)
2cosa:2! — 2cos | 2 cos f (cos | - l)

1 + cos | 2 cos2 j

1 — cos | 2 sin2 | -°tg24
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Тренировочная работа 13

Докажите тождества:

1) sin а — cos а • tg ^ = tg ^;
. 1 + 2 sin а ■ cos а — cos 4а

2) — — = 2 sin а;
cos а(1 + 4 sin а • cos а)

sin(a -/?) + cosa • sin(3
3) = 2cosp;7

a • a
11

COS
2

• sm
2

4) cosa(l — 2cos2 a)(tga — tg2a) = sina;

ctg a — 2 ctg 2a
_

1

2sinf-cosf
_

cosa’

1 — 8 sin2 a • cos2 a
' 2~o • 2 о

=
’

cosz 2a — sin la

sina 2

-v / a \ / 9 a .9 a\
.
a

8) (ctg — — 2 ctg a J (cos — — sm -l=sin-;

. cos 2a 2 sin a-cos a
9) = cos 5a;

sec 3a cosec 3a

cos a — sin a • ctg ^ a

10) = — cosec —;'
о

• a a О
’

2 sm 4
• COS

j
z

^ ^ 4
cos 6a 2 sin 2a • cos 2a

11) = cos 10a;
sec 4a cosec 6a

„
cos2 2a — 4 sin2 a • cos2 a

12
Г"о

— tg2a;
ctg la — sm 4a

. ctga —sin 2a
13) — ; 2

= ctga;
cos* a — sm a
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„
1 + sin За + cos За

14) 1 , о 5“
= ctg 1,5а;

1 + sm За — cos За

4 sin ^ • cos3 f — 4 sin3 ^ • cos ^ 2а
15) = sin

2 cos ^ 3
’

4sin4 (^а) + sin2 (\/2а)
16) V J

^ 4

- = 4.

1 — COS2 №■)
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Решение тренировочной работы 13

Докажите тождества:

,ч .
а а

1) sma — cosa • tg — = tg —.

z z

sma oxxx

2
L = sin a — cos a • tg — = sin a — cos a

9 az COS 77

sm a • cos cos a • sm sm

L = tg
a

cos cos

„
a

n=lg2
. 1 + 2 sin a • cos a — cos 4a

л .

2) — — = 2 sin a.

L =

cos a(l + 4 sin a • cos a)
1 + 2 sin a • cos a — cos 4a 2 sin2 2a + sin 2a

cos a(l + 4 sin a • cos a) cos a(l + 2 sin 2a)
sin 2a(2 sin 2a + 1) 2 sin a • cos a

cos a(l + 2 sin 2a) cos a

L = 2 sin a

= 2 sin a.

Yl — 2 sin a
П.

sin(a: — /3) + cos a • sin /3
3) — — = 2 cos p.a • a

COS
2

• Sin
2

L =
sin(a — /3) + cos a • sin /3

cos
2

• sm
2

sin a • cos /3 — cos a • sin /3 + cos a • sin /3

sin a • cos /3

a • a

COS ~2
‘ Sin

= 2cos/3.
2
sina

L = 2 cos /3
П = 2 cos /3

=^> L = П.
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4) cosa(l — 2cos2a)(tga — tg2a) = sina.

L = cosa(l — 2 cos2 a)(tga — tg2a) =

= — cos a • cos 2a
sin a • cos 2a — cos a • sin 2a

cos a • cos 2a

— cos a • cos 2a • (— sin a)
cos a • cos 2a

= sma.

L = sin a

П = sin a

5)

=> L = П.

ctg a — 2 ctg 2a 1

2 sin Tjr
* cos ^ cos a

cosa
_

2cos2a

Ctga 2 Ctg 2a sina sin2a

2
a a

Sin
2

* COS
g

sina

cos a • sin 2a — 2 cos 2a • .sin a

sin2 a • sin 2a

cos a • sin 2a — cos 2a • sin a — cos 2a • sin a

sin2 a • 2 sin a • cos a

sin a — cos 2a • sin a sin a(l — cos 2a)
2 sin3 a • cos a

sin a • 2 sin2 a 1

2 sin3 a • cos a

6)

L =

П =

1

2 sin3 a • cos a

l
_ '

=> L = П.

cosa

cosa

1

i sin2 a ■ cos2 a

cos2 2a — sin2 2a

1

= 1.

L =
sin2 a • cos2 a

cos2 2a — sin2 2a

1 — 2 sin2 2a cos 4a

1 — 2 • (2 sin a • cosa)2
cos 4a

L = 1

П= 1

cos 4a

=> L = П.

cos 4a
= 1.
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7) =1 + ctg

L =

, а , (

Ctg Т - tg ■ COS
2 ot

sm
2 а

sma sma sin a • sin j
• cos ^

cos

2
a a 1 • a

Sin ^
* COS

2
*

2
sm

"2

a
L = 1 + Ctg2 —

a

П = 1 + ctg2 —
L = IL

• 2 ol
Sm

2

1 + ctg2
a

a

8) ( ctg - - 2ctga
a

cos"

a

a

ctg “ - 2ctga

sm

4 4

a

4

cy a

cos
—

.
ol

— sm —.

2

a

sm

cos
2 2 cos a

sm
2

sina

a

cos — =

2

cos ^ • sin a — 2 cos a • sin ^
sm

2
- sina

a
COS

g
• sin a — cos a • sin

a

2

~

sin ^ • sin a

a
COS

g (sin f - cos a • sin s)
sinf • sina

a
sm

2

* 2 sin2 ^ .
ot

= sm —.

22 sin2 ^

L =
. a

sm —

2

.
a

sm —

2
n=

П.

a

cos — =

2

cos a • sm
2 a
— • cos — =

2

OL /1 \ a
sm о (1 “ cosa) • cos «

a о
• a a

Sin
-2

* 2 Sin 2
' COS

2
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. cos 2а 2 sin а • cos а

9) = cos 5а.
sec За cosec За

cos 2а 2 sin а • cos а
L —

sec За cosec За

= cos 2а • cos За — sin 2а • sin За = cos 5а.

L = cos 5а

П = cos 5а
L = П.

cos а — sin а • ctg % „

10) - - cosec

2 sin т * cos т
^

L =

•
Л

a cos а — sin а • —-

cos а sin а * ctg 2 sin:

2
а а

sm
4

• cos
j

а
sm

2

sin ^ • cos а — sin а • cos ^

sin2f

sin - a)
sm

2 a

sm

Sin
2

a

2 a
— = — cosec —.

2 a 2

L = — cosec
a

a
П= — cosec —

2

^ 4
cos 6a 2 sm 2a • cos 2a

11) = cos 10a.
sec 4a cosec 6a

cos 6a 2 sin 2a • cos 2a cos 6a sin 4a
L =

sec 4a cosec 6a l

cos 4a sin 6a

= cos 6a • cos 4a — sin 4a • sin 6a = cos 10a.

L = cos 10a

П = cos 10a
=>L = U.
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^
. cos2 2а — 4 sin2 а • cos2 а

12) -г-у- =tg2a.

L =

ctg 2а — sin 4а

cos2 2а — 4 sin2 а • cos2 а

ctg 2а — sin 4а

cos2 2а — sin2 2а
cos 2а

sin 2а

cos 4а sin 2а • cos 4а

cos 2а

L = tg 2а

П= tg2a

1-2 sin2 2а cos 2а • cos 4а
sin 2а

=>Ь = П.

- 2 sin 2а • cos 2а

= tg 2а.

ctg а — sin 2а
13) 77^: — =ctg«.

cos-* а — sin а

L =
ctg a — sin 2a

cos a

sina

cos2 a sin2 a

cosa(l—2 sin2 a)
sin a

L = ctg a

П = ctg a

cos 2a

=> L = U.

2 sin a • cos a

cos 2a

= ctg a
cos 2a

cos 2a
= ctga.

1 + sm3a + cos3a
„ ^

14) ;—
— = ctg 1,5a.

1 + sm 3a — cos 3a

L =
1 + sin 3a + cos 3a

1 + sin 3a — cos 3a

2 cos2 1,5a + 2 sin 1,5a • cos 1,5a
2 sin2 1,5a + 2 sin 1,5a • cos 1,5a

2 cos l,5a(cos 1,5a + sin 1,5a)
2 sin l,5a(sin 1,5a + cos 1,5a)

=*Ь = П.

= ctg 1,5a.

L = ctg 1,5a
П= ctg 1,5a
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4 sin ^ • cos3 f — 4 sin3 ^ • cos ^ 2а
15) ^й

=sin
у2 cos °

L =

л
• а яа л

• 3 а о1
4 sin

з
• cos -3—4 sm° 3

• cos -3

2 cos
2а

4
а а / о <2 *2 с* \

sin
-3

• cos
3

( cos
3
— sm

3
1

2 COS
2а

2а 2а
sin -3-

• COS
3 2a
= sm ■

L = sin :

П = sin

cos
~3

2a

T
2a

=> L = П

~3~

i6)
4sin4 (^^ra'j + sin2 (y/2a)

1 — cos2

4sin4 + sin2 (y/2a)
L =

1 — cos2

4 sin2 ^a^ ^sin2 4- cos2

sin

= 4 I sin

L = 4

П= 4

2

L — П.

^ U 2/^ Y\ „а + cosz ——a 11=4.
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Тренировочная работа 14

1. Вычислите:

Oi 7Г

1) tg(a — /3), tg2/3 и tg—, если sina; = 0,6 при
— < а < тг

Зтг
и cos/З = 0,28 при

— < /3 < Ъг;

.
о о . >/3

2) sm° a — cos'3 а, если cos a — sm a = —;

.

Л ^
a 3 7Г

3) tg 2a + 5 tg —, если tg a =
— -

при
— < a < 7r;

a 15 Зтг

4) cos(a—/3), cos2/3 и sin —, если ctga = — при тг<а<
—

2 8 2

„ 20 7г

и tg/3 = при
- < /3 < тт.

2. Решите уравнения:

1) sin3x • cos5x + sin5x • cos3x = —1;

.
/ тг

.
x

2) >/2sm^---J+sin-= 1;

3) sin ^y — 2ж) — sin — 2rr) = 1;

4) ctg + x) + tg (7Г - x) - 2д/3 = 0;

5) cos2 ^ + x) + sin2(2-7r — x) = 2;

.ч . 5tt / 5тг\
, . /7Г \

6) sm

у
- tg II =4sm I - + ® 1 .
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Решение тренировочной работы 14

1. Вычислите:

СУ, 7Г

1) tg(а —/3), tg 2/3 и tg —, если sina = 0,6 при
— < а < 7г

Z Z

Зтг
и cos/? — 0,28 при

— < Р < 27г.

а) cosa < 0; cosa = — л/l — (0,6)2 = —0,8;

0,6
_

3

-0,8
“

4’

б) sin Р < 0; sin Р = —у/\ — (0,28)2 = —0,96;

tga =

.
а -0,96 3

tg/, =
W

=

_3r
*_/_ tg a — tg /3
tg(a-« =

i+.ga,tg/J,

tg(a - P) =
_

-21 + 96

1 + (—I) • (—3f) 28 + 72
0,75

tg2p =
2tg P

1 - tg2 P

48-7

2-

; tg 2P'
(-3?)
(-»?)

-48-7

3\2 49 -(24)2

336

(24 + 7)(24 — 7) 31-17

336

527

a 1 —cosa a 1 + 0,8 1,8 p-,
t§ 77 ■ i tg — —

л

д 13J*
2 sina 2 0,6 0,6

.
о , . V3

2) sin a — cos a, если cosa — sma =

у/3
1ак как cosa — sma = —

2
’

о _ . . 2 3
то cos a — 2 sm a • cos a + sin a = -.

4

Значит, sin 2a = -.
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Тогда sin3 а — cos3 а =

— (sin а — cos a) (sin2 а + sin а • cos а + cos2 а) =

=-т(1+!”п2")=~т(1+И) =

л/З 9 9л/3
16

.

^
а 3 7г

3) tg 2а + 5 tg —, если tg а = — -

при
— < а < тг.

ч
2 tga

а) tg 2а = -

—j—; tg2a =
1 - tg2 a i _ ^

2‘(-з)
_

-24
_

7

б) sina > 0; sina =
tga

sina

1 + (-5)

±yj1 + tg2 a'

_

3

==2 5’

cosa<0; cos a — —\/l — sin2 a; cosa =

tg
a 1 — cos a

sma

a

tg — —

B
2

5’

= 3;

в) tg 2a + 5 tg у
= -3^ + 5-3 11:

CO
I

b-
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б) sin/З > 0; sin/3 =
tg/3

sin/3 =
20

'21

Vi+H)

±y/l + tg2/?’
20

29’

cos /3 < 0; cos (3
20 V

_

21

29/
~

_29’

cos(a — /3) — cosa • cos/3 + sina • sin/3;
15 / 21V / 8 \ 20 315- 160

17-29

155

17-29

155

493

cos 2(3 = 1 — 2 sin2 /3;

cos 2(3 = 1 — 2

.a , /1 — cos a
Sm

2"
=

V 2
’

841 - 800

841

7Г a З7Г

2
<

2
<
T’

41

841

•
a

•
a

sm — > 0; sm — =

2
’

2 \
1 +

15
17 4\/l7

17

2. Решите уравнения:

1) sin3x • cos 5а; + sin5x • cos3x = —1.

sin(3x + 5x) — —1; sin8x = —1;
7Г 7Г 7Г

8x = — — + 2тгк] x = —— + —к I к G
Z J_0 “I

Ответ:K |_«+£t,i6Z}.
. (1Г X \

.
Ж

2) v^sm^---J+sm- = l.

/К I •
К x

•
x n\ .

x
л

V2 sin — • cos — — sm — • cos — + sm — = 1;1
4 2 2 4/ 2
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гк (\/2 X V2 .
х\ X

2 2~ 2 J 2
= 1

cos - — sin — + sin - = 1; cos J = l; ^ = 2тгк;
2 2 2 2 2

x = 4-7Гк | к G Z.

Ответ: {47гА: | А: € Z} .

3) Л, (f-2.)
— cos2x — cos2x = 1; cos2x = —

Z

2x — ± ( 7Г — + 2жк; x = + пк \ к G Z.

Ответ: ^ H- жк \ к G Z

4) ctg + ж) + tg (-7Г - x) ~ 2л/3 = 0.

-tga;—tga;—2\/3 = 0; tga; = — л/3; x = — ^-+жк\кЕЪ.
О

Ответ: | — ^ + тгк \ к G z| .

5) cos2 ^ + sin2(27r — x) = 2.

sin2 x + sin2 x = 2; sin2 x — 1; cos2 x = 0;

x — — + тгк | /с G Z.

Г 7Г

Ответ: < — + тгк \ к G Z

.
5тг ( 5тг\

, . (тг
6) sm — tg ( —

J
— 4sin I — + x

ТГ ( тг\
sin — — tg I — — I — 4 cos x\ 1 + 1 = 4 cos x\

1 7Г

cosx = x = d=— + 2тгк \ к G Z.
z о

Ответ: ^ ±— + 2тгк | к G Z
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Проверочная работа 1

1. Вычислите:

р
1) tg(a+/3), tg2a ntg —, если cos а = —0,8 при

■ а
12

а
^

и sinр = при 7Г < Р < —;

а 8

2) cos(a—/3), cos — и sin2/3, если tga = ——

при
2 15

Л
21

Л
37Г

И °tg =

20
ПРИ Ж < <

Т’

3) cos 2х • ctg 4х, если cos х + sin х = ч/2.
2

’

.

ч 0
a 4 37г

4) tg 2a + 3 tg —, если tg a = -

при 7г < a < —.

Z о z

2. Решите уравнения:

1) cos 6x • cos 5x 4- sin 6x • sin 5ж = —1;

2) \/2cos ^ — cosx = 1;

3) cos(7r — x) + sin (ж + = y/2]

/19тг \ / llvr \
4) tg ^-g- +xj

- ctg + xj
= -2;

5)
1

•

I
37r

1 — sin I —— X

6) COS'
137Г

Тб
+ sin

28тг

“15"

[1 + cos(-7r — аг)] — 1;

V3tg 2x.

to|
Ц

Ю|
3
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Решение проверочной работы 1

1. Вычислите:

/3 ТГ

1) tg(a+/3), tg2a и tgy, если cosa = —0,8 при
— < а < ж

• д
12

д
37Г

и sin/3 = -—

при тг < /3 <

а) sina > 0; sina = у/1 — (—0,8)2 — 0,6;
0,6 3

tga =
-0,8 4’

б) cos/3 <0; cos/З = —^/1 - ( =—^5
tg/3

12

13 12

_А 5
’

13

tg(a + (3) =

tg(a + /3) =

tga + tg/3
1 - tga-tg/3’

3
,

12

4 5 33

1

33

56

tg2a =
2 tga

1 — tg2 a
’ tg2a =

/3 1-cos/3 /3 ! + 1з
tg Л r\ 1 g r)2 sm /3 2

20 + 36

»-H)
-НГ1

18

_9_
16

24

У

12

13
-12

-1,5

2) cos(a—/3), cos ~ и sin2/3, если tga = —— при ^-<a< ж

2 15 2

о
21

n
Зтг

И Ctg/3 = — при 7Г < /3 < у.

а) cos a < 0; cos a =
1

±\/l + tg2 a’
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cosa

1 + В):
15

17’

sin а > 0; sin а =
у

1

б) cos /3 < 0; cos /3 =

cos/3 = •

15

17 17’

ctg /3

21

20

-\П + (i)

±-\/l + ctg2/3’
21

_

_29’

sin/3 <0; sin/3 = ~yi
-

cos(a — /3) = cos a • cos /3 + sin a • sin /3;

15 / 21\ 8 / 20

20

29’

cos(a — /3) =

_

315 - 160
_

17-29
=

17

21
_

29 ) + 17 29

155

493

a
cos — =

2 \
1

17 v/17
17

sin2/3 = ; д; sin2/3

0 20
z'

21

1 + tg2 j3

3) cos 2x • ctg Ax, если cos x + sin x =

v/2

l + (It)
•Л

840

841

cos.t -|-sin.r = , тогда cos x I 2 sin x ■ cos x I sin x
2'

sin 2x — ;
2
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cos2x-ctg4x =
cos 2х • cos 4х cos 2х • cos 4х

sin 4х

но cos 4х = 1 — 2 sin2 2х\ cos 4х — 1 — 2

2 sin 2х • cos 2х

1
_

4
"

Тогда cos 2ж • ctg 4# =

И)
ч

а 4 37Г
4) tg 2а + 3 tg —, если tg а = -

при тт < а < —.

А о А

a) tg 2а =

tg 2а

2 tga
1 — tg2 а

’

24

>-(t)
б) cosa < 0; cosa =

= _24 3

2 9 - 16 7 7’

1

cosa; =

'-(I)
sina <0; sina = -

±v/l + tg2a’
1

_

3

_5’

. a

B te2=I
sina a

~i ; ^о =

+ cos a 2 1 + (-S)

4

~5;

= -2

r) tg 2a + 3 tg
a

-3- + 3-(-2) =

2. Решите уравнения:

1) cos6x • cos5x + sin6x • sin5x = — 1.

cos(6a; — bx) = — 1;

cosx = —1; x = 7Г + 2'кк \ к G Z.

Ответ: {7Г + 2'кк \ к G Z} .

cos 4x

2 sin 2x
’

1

2
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2) \/2 cos ^ + х^ — cos х — 1.

\/2 ( cos — • cos х — sin — • sin x ) — cos x = 1;
V 4 4 ;

/о(1л/2 I
-y

- cosx — sinx I — cosx = 1;

cosx — sinx — cosx = 1;

7Г

sinx = —1; x = —— + 27тк \ к G Z.

Ответ: + 27г/с I ^ ^ ^| •

3) cos(7r — x) + sin ^x + = y/2.

/9— cos x — cos x = v cos x = ——;

x = ± ^7r — ^ + 2irk\

З7Г
x = ±— + 27гА; I к G Z.

4

Ответ: { ± + 2nk \ к € Z } .

/197Г \ /117Г
4) tg (-g- +

- ctg ^-jg- +xj =-2.

tg (£+x)+ tg (I+x) = _2;

(ТГ \ 7Г 7Г
, , , ^

tg(g+^l=-l;
— + ж = —— + 7rfc I A: G Z.

Ответ: | — + пк | к G zj.
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5) 1 — sin [1 + cos(7r — х)\ = 1.

(1 + cosx)(l — cosx) = 1;
ТГ

1 — cos х = 1; cos2 х = 0; х = — + тгк | к Е Z.

||+7rfe|fc€z|.Ответ: 4
у
+ тгк \ к G Z !

9 137Г
. 2 287Г /-

6) cos2 —— + sin —— = v3tg2x.
15 15

cos2 ^ + sin2 ~ — y/3 tg 2x;
15 15

1 TT

\/3 tg2x = 1; tg2x=—= ; 2a: = — + жк;
\/3 6

ТГ 7Г
, , ,

12
+

2
'

Ответ: |^ +
у

A: | A: G Z^ .
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Тренировочная работа 15

1. Вычислите:

1) 2 sin 30° - л/З sin 60° ctg 45°
• tg 30°;

6 sin 30° • cos 30°

cos2 30° — sin2 30°
’

cos 64° • cos 4° — cos 86° cos 26°

2)

3)
cos 71° • cos 41° — cos 49° • cos 19°5

4) cos 75° • ctg 30° + sin 75°;

5) cos^, tg2a, если tga = л/lb при 360° < a < 450°;
Z

4 a cos(a + /3) 2
6) tgp, cos2p и sin —, если — = - и ctga = 5

2 cos(a — p) 3

(a G (0;2тг));

\ /гг
x

.
1 H- 2y/2 2тг

7) v2ctg —, если smx — cosx = при 0 < x < —.

z о о

2. Упростите:

sin(a-f) / 5тгЛ /тг \
,

1) т
■ ctg [а - — - cos - + a • sin(a - тг);

sin(f + aj V 4 J V2 J

sin(2a — 37t) + 2 cos + 2a)
2 cos — 2a) + \/3cos(2a — 37r)

ч . OL

3) sina — cosa • tg —;

4) cos2 a + cos2(60° + a) + cos2(60° — a);

3. Решите уравнения:

1) (2sin7rx — \/3)(\/2cos7rx + 1) = 0;

sin2x
2 T-

= 0;
1 + COS X
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j4 л <л njb л . 7IX л

4) 2 cos2 — + 3 sin — = 0;
6 6

v
. 9 ТГХ 7ТХ

5) sinz — + 5 cos — = 5;
о о

6) sin Зх + sin х = 0.

7ТХ

"б”’
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Решение тренировочной работы 15

1. Вычислите:

1) 2 sin 30° — y/3 sin 60° • ctg 45° • tg 30°

СВ

2)

= 2-i —х/3-cos 30" 1
2 cos 30°

6 sin 30° • cos 30°

cos2 30° — sin2 30°

3 sin 60°
= 3tg60° = 3y/3

3)

cos 60°

cos 64° • cos 4° — cos 86° • cos 26°

cos 71° • cos 41° — cos 49° • cos 19°

_

sin 26° • cos 4° — sin 4° • cos 26°

sin 19° • cos 41° — sin 41° • cos 19°

4) cos 75° • ctg 30° + sin 75° =

cos 75° • cos 30°
.

__0

=

r~^ + Sin 75° =
sin 30°

cos 75° • cos 30° + sin 75° • sin 30° cos 45°

sin 22°

-sin 22;=ES-

sin 30° sin 30°

V2
2

~T~
2

y/2.

Q/

5) cos —, tg2a, если tga = y/lb при 360° < a < 450°.
z

a) cos a > 0; cos a =

y/l + tg2 a
cosa =

y/l + 15 4’

180° < | < 225°; cos | < 0;

6) tg 2a
2 tga

1 — tg2 a
’ tg 2a =

1 ol

y/l5
— 15

~

y/l5
7
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ч
_ .a cos(а + Р) 2

6) tgр, cos2р и sm—, если — = - и ctga = 5
2 cos(а — р) 3

(а е (0;2тг)).

cos а • cos Р — sin а • sin р 2
а)

cos а • cos Р + sin а • sin Р 3
’

cos а-cos в—sin а-sin (3
2 1 — tg а • tg Р 2cos а cos/?

3’ 1 + tga-tg Р 3*
1

5

cos а-cos /3+sin а-sin (3

cos а•cos (3

1 l-|tg/3 2 5-tg/3 2
Так как tga =-, то г =

5 1 + i tg/3 3 5 + tg/? 3

15 — 3 tg /3 = 10 + 2tg/3; 5 tg /3 = 5; tg/3 = 1;

0; cos2/? = 0;
1 _ te2 0 1-1

6) cos2P = cos2/3 =

в) cos a =

1 + tg2 /3
’

1

1 + 1

±\A+tg2a’
Поскольку ctga = 5, aGl или aGlII. Рассмотрим
оба варианта.

7Г

г) Пусть 0 < a < —; cosa > 0, тогда

cosa =

1 + (О
а 7г a

0<2<4' smI>0;

.
СУ

sm — =

2 \
37Г

126 — 5\/26
52

Ш

д) Пусть 7г < a < —; cos a < 0;

.
ot

Л (7Г a З71Л
m

5 /---

SmI > ( 2
<

2
<
T J

' Да C°Sa =
_26

\
.
a

sm — =

2

l + ^>/26
'

26 + 5^26
Ш
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_ cos(a + /3) 2
Ответ: если - — = - и ctga = 5 (a G (0; 2п))

cos(a — р) 3

то tg/3 = 1; cos2/3 = 0;

.
a /26 — 5\/2б Л

тг

Sm2
=

V 52 J

.
a /26 -Ь 5\/26 37г

Sm2 =V 52
”P" * < “ <

у

/к х
•

1 + 2л/2 2тг
7) у 2 ctg —, если sin ж — cosx = при 0 < х < —.

Z о о

\ • 2 О * 2
1 4л/2 + 8

а) sinzх — 2sinx • cosx + cosz x = ;

так как sinx > cosx,

7Г 37Г 27Г
то — <x< — и0<х< —,

(7Г 27г\
значит X G

4 4 г
1 — sin2x = 1 + -

у 2; sin2x = — -V2;
У У

sin2x < 0, тогда 2х G (7г;27г), получим

7Г 27Г
- < х < —-

_ 4тг
4 3 ; 7г < 2х < —; cos2x<0;
7Г < X < 27Г

cos 2х = ч/2 =-4/1-
32

81

7

9'

4тг тг 2тг
б) Так как 7г<2х< —, то — < х < —, значит'

3 2 3

Г cos х < 0

1 sinx > 0
’

cosx =

л
i + (-0 1

.
L 1 2у/2

3 V 9 3
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а /1 Ч- cos а 1 + cos а

Ctg 77
= =Ц/ i

=
: ;

2 V cos а sm а

ctg 2
=

ts
=

~уГ
'

3

_ /- X 7Г 2тг
Ответ: v2ctg — = 1, если — < х < —.

6

2 2 3

Примечание. При х Е ( 0;

1 + 2у/2
= не выполняется.

7Г

условие sin х — cos х

2. Упростите:

sin (a — f) / 5?г
1) )- (- • ctg ( а

sinin (f + а)
sin (а - f)

7Г

cos ( — + а ) • sin(a — тг)

5тг

Г» /*■ М -ctg а-— -(-sina)(-sina):

[5 - (ж - “)] V 4

sin ^ j cos ^ j
COS (? - a) sin (a -1)

— sin a

= 1 — sin2 a = cos2 a .

2)
sin(2a — Зтг) + 2 cos + 2a^

2 cos ^ — 2a^ + \/3cos(2a — 37r)

— sin 2a — 2 cos ^ + 2a^
2cos ^ — 2a'j — \/3cos2a

— sin 2a — 2 cos ^ • cos 2a + 2 sin ^ • sin 2a

2 cos ^ • cos 2a + 2 sin ^ • sin 2a — y/3 cos 2a

— sin 2a — y/3 cos 2a + sin 2a

y/3 cos 2a + sin 2a — y/3 cos 2a
V^ctg 2a
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3) sin а — cos а • tg

= sm а — cos а

а

2
=

sin ■

cos '■

Sin а • COS
2
— COS Q-Sin^
a

COS ~2

sm

COS ^
tg-

a

4) cos2 a + cos2(60° + a) + cos2(60° — a).

a) cos2(60° + a) = (cos60° • cosa — sin60° • sina)2 =

(1 x/3 . V
= I - cos a — sm a I =

= - cos" a —— sin a • cos a + - sin a =

4 2 4

= - cos a

4
sin 2a + - sin a.

б) cos2(60° — a) = (cos60° • cosa + sin60° • sina)

(1 ,V5. V= - cos a H sm a =

V2 2 )
1 9 х/з . 3.0

= - cos a H sm a • cos a H— sm a =

4 2 4

1 2 х/з .
3

. 2
= - cos a H—— sm 2a + - sm a.

4 4 4

в) cos2 (60° + a) + cos2 (60° — a) =
1 - л/3 . 3.2

— sm 2a H— sin a+
4 4

2
_

= - cos a

4

1 >/5 .

+ - cos a H—— sin 2a + - sin a

1 2 3.2
= - cos a H— sm a.

2 2

Значит, cos2 a + cos2 (60° + a) + cos2 (60° — a) =

= cos2 a + ^ cos2 a + ^ sin2 a = ^ (cos2 a + sin2 a) = [Ц5
Л Zi z
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Возможен другой способ:

cos2 а + cos2 (60° + а) + cos2 (60° — а) =

9
1 + cos(120° + 2а) 1 + cos(120° — 2а)

= cos а + + =

= cos2 а + 1 + ^ ^cos(120° + 2а) + cos(120° — 2а)^ =
а) cos(120° -f 2а) = cos 120° • cos 2а — sin 120° • sin 2a =

1
л л/3 .

л

=
— cos 2а — sin 2а:

2 2

б) cos(120° — 2а) = cos 120° • cos 2а + sin 120° • sin 2a =

1
о

cos 2a +
— sin 2a;

2 2

4
1

о >/3 .
1

л y/3 .
л

в) --cos2a—— sin2a — - cos2a + sm2a
/ о о о о

-cos 2а.

= cos2 а +1 — cos 2а = 1 + cos2 а + ^ (1 — 2 cos2 а) = 11,5
Z Z

3. Решите уравнения:

1) (2sin7nr — \/3)(\/2cos7rx + 1) = 0.

Sm 7YX =

cos тех —

Vs

V2

x = (-Vk3 + k

3
x = ±- + 2n

4

Ответ

7ГХ — (— l)k-^ + тгк
о

71X = =Ь ( 7Г — ^ J + 2ттп
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ТГ

х = — + тгк

х — 2тгп

тг

Ответ: { — + тгк; 2тгп \ к,п £ Z}■
3) sin

27га;
. 9 пх

тг+81П т
тгх

COS

2тгх
sm + siir

тгх тгх
- cos“ — = 0;

6

.
7ГХ ТГХ тгх \ sin 2а = 2 sin а • cos а \ QI

2sm— -cos——cos—=0; •-

3 3 3 ! cos 2а = cos а — sin а | уу

2 COS

ТГХ тгх

sin 0;

ТГХ

cos — = 0

.
тгх 1

sm — = -

3 2

тгх тг

Т=2+Жк
ТГХ .

ч
и тг

Т"*-1* б
+ 7ГП

х — 1,5 -J- 3к

х = (—1)п • ~ + Зп
*

г: |l,£Ответ: \ 1,5 + ЗА;; (—1)п • - + Зп | /с, п Е Z

Л О
ТГХ

п .
тгх

п Л
о 7Г.Т 7Г.Т

4) 2 cos h 3 sin — = 0; 2 — 2 sm 1- 3 sm — =0;
6 6 6 6

ТГХ ТГХ
2 sin 3 sin 2 = 0

6 6

ТГХ

sin
~6

ТГХ

sin
1Г
7ГХ

sin
~6

3±v/9Tl6 3 ± 5

1,2

ТГХ

~6~

x = (—l)k • (—1) + 6k.

Ответ: {(—l)fc+1 + 6k \ к E Z} .
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7ГХ ттх

5) sin2 — + 5 cos — = 5.

9 7ГХ ТТХ 9 7ГХ ТТХ

1 — cosz — + 5 cos — = 5; cosz — 5 cos b 4 = 0;

cosy =4^[-l;l]
7ГХ

cosT
= l

7ГХ
= 2trk; x — 6k | к E Z.

Ответ: {Qk \ к E Z} .

6) sin3x + sinx = 0.

Для решения этого уравнения необходимо знать

формулу тройного угла для sin За. Выведем ее.

sin За = sin(a + 2а) = sin а • cos 2а + cos а • sin 2а =

= sin а(1 — 2 sin2 а) + cos а • 2 sin а • cos а =

= sin а — 2 sin3 а + 2 sin а • cos2 а =

= sin а — 2 sin3 а + 2(1 — sin2 a) sin а = 3 sin а — 4 sin3 а,

т. е. sin За = 3 sin а — 4 sin3 а CD

Тогда уравнение примет вид 3 sin х — 4 sin3 х + sin х = 0;

4sinx(l — sin2 х) = 0; 4sinx • cos2 х = 0;

Л х = тгк
sm х = 0

cos2 х = 0
’

тг

тг
•

х = —п \ п Е Z.
X — 1- 7Гп 2

г: I п £ z| .Ответ: {'-п\пеЪ\

Примечание. Несколько позже, зная новые формулы,
переводящие суммы тригонометрических отношений

в их произведение, получим более изящное решение.
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Проверочная работа 2

1. Вычислите:

1) 2 cos 45° • ctg 60° • tg 60° — 3 sin 45°;

1 - 2 sin2 60°

2 cos2 60° — 1
’

cos 66° • cos 6° + cos 84° • cos 24°

cos 65° • cos 5° + cos 85° • cos 25°5

4) sin 75° • tg 30° + cos 75°;

Q/

5) tg2a, если ctgce = —д/15 при 90° < a < 180°;

6) tg/?, sin 2a и cos ~~, если 2 cos(a — (3) = 3cos(a +/3)
и ctga = 2;

X 1 7Г 37Г
7) 3tg —, если sinx + cosx = -

при
— < x < —.

2. Упростите:

[cos(3,57r — a) + sin(l,57r + a)]2 — 1

2 sin ^ + aj + \/3sin — a^

4) sin2 a + sin2(60° + a) + sin2(60° — a).

3. Решите уравнения:
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ч
• 9 • 9

3) sm7rx + cos —— = sm
4

7ГХ TVX

4) 2 sin2 — + 3 cos — =

6 6

„4 9
ттх

.
7ГХ

5) cos^ — + 5 sm — = 5;
о о

6) cos Зх — cos x = 0.

ТГХ

т;

0;
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Решение проверочной работы 2

1. Вычислите:

1) 2 cos 45° • ctg 60° • tg 60° - 3 sin 45° =

= _

v/2
= |_л/2

2 2 | 2_'
. 1 — 2 sin2 60°

_

cos 120°
_ pp.

2 cos2 60° — 1 cos 120°

cos 66° • cos 6° + cos 84° • cos 24°

cos 65° • cos 5° + cos 85° • cos 25°

sin 24° • cos 6° + sin 6° • cos 24° sin 30°

sin 25° • cos 5° + sin 5° • cos 25° sin 30°

4) sin 75° • tg 30° + cos 75° =

sin 75° • sin 30° + cos 75° • cos 30°

cos 30°

2

Q/

5) sin—, tg2a, если ctga = —y/\b при 90° < a < 180°.
z

a) cosa < 0; sin
7^
> 0;

ctga —/15 /15
cosa =

/ГТ15 4

sin
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б) tga = -

в) tg2a

VT5’

2 tga
2 •

1 — tg2 a
’

2 1

tg 2a =
( vAs)

\/15 15-1

15

1

15 J_
7

'

>/15
\/l5

6) tg/3, sin 2a и

cos^?
если 2cos(a — /3) = 3cos(a + /3)

и ctga = 2.

cos a • cos /3 + sin a • sin /3 3
a)

cos a • cos /3 — sin a • sin (3 2
’

cos a-cos /З+sin a*sin (3
sina-sin (3 _3 ctga • ctg/3 + 1

_

3

cosa-cos/З-sina-sin/3
~

9’ ctga
• Ctg/? — 1

~

2’
sinasin/3

тогда Higf-1=Ь 4ctg/3+2:=6ctg/3“3'>

6) sin 2a =
2 tga

1 + tg2 a
’

2-
sin 2a

1 + 7

0,4 ;

4

5

Учтем, что tg(3 = 0,4, значит (3 E I или /3 E III.

7Г (3
в) при 0 < /3 < — cos /3 > 0, cos — > 0;

cos/3 =

cos/3 =

л/l + tg2/?’
1 5

л/l + (0,4)2 \/29
5\/29
29

’

cos

'

1 + cos /3

/3
cos — =

2 \

i , 5\/29
1 ~1~

29
_ / 29 + 5л/29

2 V 58
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Зтг j3
г) при 7г < Р < — cos /3 < 0; cos — < 0;

z z

cos (3 — —

a rrW cos/?
5\/29
29

’

P
cos — = —

2 \
1 5\/29
1

29 / 29 - 5л/29
2 V 58

X 1 7Г 37Г
7) 3tg —, если sinx + cosx = -

при
— < x < —.

2 5 2 4

7Г 37Г 37Г
— < x < —, тогда 7Г < 2x < —

sin x > — cos x на
7Г 37Г

4;T
. 9 . 9 1

.
«

24
sin x + 2 sm x • cos x -f cos x = sm 2x = ;

25 25

cos 2x < 0;

cos2x = -,/l-('-|) =-J1
576

625
_7_
25’

cos ж

11 + cos 2,r (1 -

cos X = — 1
25

sin x = \ 1 /1 A =
4.

25 5’

x sm x 5

3tg - = 3-- =3-—Ц-
2 1 + cos x 1 — -

=m.

2. Упростите:

tg ^Щ — aj — cos(7r — a) • sin(37r + a)

[cos(3,57r — a) + sin(l,57r + a)]2 — 1

ctg a
— (— cos a) • (— sin a)

(— sin a — cos a)2 — 1

1)

CO
I

Ю
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ctg а
— cos а • sin а

sin а + 2 sin а • cos а + cos2 а — 1

cos а • sin a cos а
/1—sin2 а \

^ sina J
2 sin a • cos a 2 sin a • cos a

cos2 a

2)

2 sin2 a

cos

1 2

2Ctg a

(a + ¥) + 2cos(^ - a)
2 sin + a^ + x/3 sin — a^

sin a + 2 cos ^27r — ^ — a^
2 sin ^ • cos a + 2 cos ^ • sin a — y/3 cos a:

sin a + 2 cos (f+а)
л/З cos a + sin a — y/3 cos ce

sin a + 2 cos ^ • cos a — 2 sin ^ • sin a

sma

sin a + y/3 cos a — sin a

sina

V3 cosa

sma
\/3ctg a

ox . a

3) cos a — sm a • ctg — =

1 + cos a /ii \ I—n
= cosa — sma—: = cosa — (1 + cosa) = I —11.

sma

4) sin2 a + sin2(60° + a) + sin2(60° — a).

a) sin2(60° + a) = (sin60° • cosa + cos60° • sina)2 =

(yft 1
. V= I — cos a + - sma I =

.

= - cos a + ——• sm a ■ cos a +
- sm a =

4 2 4

v/3 .
1

= - cos a H—— sin 2a + - sin a.
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б) sin2(60° — а) = (sin60° • cosa — cos60° • sina)2 =

(V3 1
. V

—

—— cos a — - sin a =

i2 2 )
3 О л/з . 1-2

= - cos a — sin 2a + - sin a.

4 4 4

в) sin2 (60° + a) + sin2 (60° — a) =

r,2 i
_

,

1
. 23 2 '/Z ■

n

1
• z

= - cos a H—— sm 2a + - sm a4-
4 4 4

4- - cos a

4

Уз .

sin 2a + - sin a

1
= - cos a + - sin a.

Поэтому sin2 a 4- sin2 (60° + a) + sin2 (60° — a) =

= sin2 a 4- ~ cos2 a + ^ sin2 a = ^ (sin2 a + cos2 a) = 1,5

Возможен другой способ:

sin2 a + sin2 (60° + a) + sin2 (60° — a) =

. 9
1 — cos(120° + 2a) 1 - cos(120° - 2a)

= sm2 a + Ц- L + Ц- L

= sin2 a + 1 — ^ (cos(120° + 2a) + cos(120° — 2a)) =

а) cos(120° + 2a) = cos 120° • cos 2a — sin 120° • sin 2a =

1
O

^ •

9= — - cos 2a — sin 2a;
2 2

б) cos(120° — 2a) = cos 120° • cos 2a -f sin 120° • sin 2a =

1
о л/З .

л

=
— - cos 2a 4-

“2“
sm 2a;

в) cos(120° 4 2a) 4 cos(120° — 2a) =
1

„ n/3 .
„

1
„ \/3 .

„

=
— - cos 2a—— sin 2a — - cos 2a4

—— sin 2a = — cos 2a.
2 2 2 2

sin2 a 4 1 — - • (— cos 2a) =

sin2 a + 1 — - (2 sin2 a — 1) = 11,5
z
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3. Решите уравнения:

1) (\f2smiTX — 1) (2 cos 7гж + л/З) = 0.

л/2 sin 7гх — 1 = 0

2 cos тгх + д/3 = 0
’

7ГХ = (— l)fcv + 7Гк
4

7Г

7ГХ = ± ( 7Г — — ) + 21ГП

1

sm7rx =

cos IXх =

1

72
.

У'З’

1
ж = (_1) ’

7 + к

| fc,n G Z.

х = ±—Ь 2п
6

Ответ: ^ (—1) • - + А;; ±- + 2п | А:, п G Z

cosx

2 1 :
= 0.

1 + sm х

cos х = 0

sin х ф — 1
’

ТГ

х =
— + пк

ТГ

X ф — — + 27ГП

х = — + 2тгк | к G Z.

Г ТГ

Ответ: ^ — + 2ттк \ к G Z

ч 9
7ГХ о 7ГХ

3) sm7rx + cos —= sm —.

4 4

тгх тгх

sin7rx + cosz —т-— sin^ -7-
= 0; sin7rx + cos — = 0;

ТГХ

~2

.
ТГХ тгх тгх

л л
тгх (, тгх l\

2 sm cos — + cos —— =0; 2 cos —- sm — + - ) — 0;
2 2 2’ 2 V 2 2 /
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sin

тгх 1 тгх

~2~
=

~2
.

т
тгх

Л

’

тгх
— =0
2 ~2

ТГ

+ 7ТП

х = {-1)м--+2к ]к п£Ъ
х = 1 + 2п

Ответ: {(-!)« ■ ± + 2/с; 1 + 2п | /с, п Е »}■
Л . 9 ТГХ

Л
ТГХ

4) 2 sm2 — + 3 cos — = 0.

• 9 ТГХ \
п

ТГХ
Л Л 9 ТГХ

^
7ГХ

Л Л

2 ( 1 —cos2 — ) + 3cos— = 0; 2cos2 ——3cos——2 = 0;
6/6 6 6

ТГХ

COS

1,2

3±х/9+1б 3±5

4

cos^ = 2 9?[-1;1]
ТГХ 1 ’

cos
— = — -

6 2

ТГХ

"б"
= ± [ тг

тг \ 2тг
— 1 + 2тг/с = ±— Ч-2тг/с; х = ±4+12/c|/ceZ.
о / о

Ответ: {±4 + 12/с | к Е Z} .

9 ТГХ
.

ТГХ

5) cos — + 5 sm — = 5.
о о

. -у тгх
.

тгх
_ . о 7га:

^ . тгх

1 — sin — + 5 sm— = 5; sin — 5 sm — + 4 = 0;
О О О О

тгх

sm

5 ± л/25 - 16 5 ± 3

1,2

sin^ = 4 0[-l;l]О Г- L 7 J
7Г7* -7Г

тга-
;
— = - + 27rfc; x = l,5+6fc|fceZ.

sin — = 1
3

Ответ: {1,5 + 6/с | к Е Z} .
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6) cos Зж — cos х = 0.

Для решения этого уравнения необходимо вывести

формулу косинуса тройного угла.

cos За = cos(a + 2а) = cos а • cos 2а — sin а • sin 2а =

= cos а • (2 cos2 а — 1) — sin а • 2 sin а • cos а =

= 2 cos3 а — cos а — 2 sin2 а • cos а =

= 2 cos3 а — cos а — 2(1 — cos2 a) cos а =

= 4 cos3 а — 3cosa,

т. е. cos За = 4 cos3 а — 3 cos а . ©

Тогда уравнение примет вид:

4 cos3 х — 3 cos х — cos х = 0;

4 cos x(cos2 x — 1) = 0;

—4 cos x • sin2 x = 0;
7Г

cos x = 0

sin ж = 0
’

ж

2

X = Tin

+ тгк тг

, т. е. ж = —111 G

Ответ:



Суммы и произведения
тригонометрических
функций

Преобразования
суммы тригонометрических функций
в произведение и наоборот

Напомним известные формулы:
а + (3 а — /3

cos а + cos /3 = 2 cos —-— • cos —-—; fgj

a о
•
a + P ■ a~P

cos a — cos [3 = —2 sm —-— • sm —-—;
Z Z

•
^ ~

■
a + 0 a — p

sm a + sm p
= 2 sm —-— • cos —-—;

z z

■a о • a~P a + P
sin a — sm [3 = 2 sm —-— • cos —-—; Щ

, , . a sin(or + /3) Г cosa фО _

tg a + tg/? = при <
, ; CD

cos a • cos /3 { cos [3 Ф 0

sin(a - /?) f cos a ф 0 _

tga-tgP= при <
д /П; Щ

cos a • cos /3 { cos (3 ф 0

cos a • cos (3 = ^ [cos(a + /3) + cos(a — /3)]; (£)
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sina - sin(3 [cos(a — /3) — cos(a + j3)\; ф
z

sina • cos/3 = ^ [sin(a + /3) + sin(a — /3)]; QJ

sin a + cos a = y/2 sin ^ = y/2 cos ^ a — ; (Qj)

= \/2sin ^ = —\/2 cos ^ ; ф>sm a — cos a

A sin a -1- В cos a =

( ( A\
у/A2 + B2 • sin f a + arctg

—

j , если
В > 0;

— у/A2 + В2 • sin ( a -j- arctg
— ) ,

если В < 0;
\ /

у/А2 + В2 • cos ( а — arctg — ) ,
если А > 0;

V /

—у/А2 + В2 • cos ( а — arctg — ) ,
если А < 0.
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Практикум 9

1. Разложите на множители:

.ч .
5а .За

1) sin_y
+ smT;

2) cos 10а • cos 8а + cos 8а • cos 6а;

3) sin а + sin 2а + sin За.

2. Докажите тождества:

.

ч
cos За + cos а

Ч I7TT=ctga:>

2)

sin За — sin а

sin2 За — sin2 а
= 2 cos 2а.

cos2 За — cos 5а • cos а

3. Вычислите:

1) sin2 68° - sin2 38° - 0,5 sin 106° + 3;

3(cos 20° — sin 20°)
\/2sin250

’

3) (tg 14° + ctg 28°) • cos 14° • sin 14°;

4)

5)

6)

7)

8)

• 2 7Г
sm -=■

• cos
,2 7Г

-1 4 2n 2 2-7Г • 2 2-7Г ’

1 — COS ~p— COS -p- • sin nr

5 [cos (i - 5) • sm
14

cos
у

• sm

sin2 32° + sin 26°

5 cos2 32°
’

cos 9° + cos 51° + \/3 cos 21°

2\/3cos210

2 cos2 16°+ 2 cos2 76° -3

cos2 44°
’
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9

10

11

12

3 cos 196° + 12 cos 164°

cos 16°

sin 43° + sin 17°

2 cos 13° + 3 sin 77°
’

cos 6° + cos 12° + cos 36° + cos 42°

sin 87° • cos 15° • cos 24°

3 cos 23° — 3 sin 113° + cos 203°

cos 10° • cos 13° — cos 80° • cos 77°
’

. 2 + sin a • cos a

13) -----

-—2—>если tsQ! = 2;
1 + 5 cos^ a

ia\ • ( V^3
14) sm I x + — I — sm I x — —

J ,
если cosx =

-j-;

15) tgx, если sin(x + 30°) + sin(x — 30°) = 2\/3cosx;

16) cos2a, если sina = —

17) tga, если tg^ = 2;

18) sin(7r + 2a), если sina + cosa = -^=;
V 2

19) 2 sin 3a • sin 2a + cos 5a, если cos ^ = \/0^6;
Z

__4 . 9 (7Г a\
.

20) sin I — + — 1
, если sma = 0,6;

21) sin ^ + 2c^j , если tga = 2\/3;

7Г

22) cos a + cos /?, если a — /3 = —, a a + /3 = 47г;

1 7Г

23) cos(a + /?), если sina • sin/3 = а а — (3 — —;
z z
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X X

24) sin — + cos — при sinx = 0,21;
z z

25) sin4 a + cos4 а, если sin a + cos a = —.

v 2

4. Решите уравнения:

1) sin2x + sin4a; = 0;

2) cos 3x — cos 5x = 0;

3) sin 3x • sin 5x = cos 4x • cos 2ж;

4) sin 2x • cos 6x = sin 3x • cos 5a;;

5) sin3x + cos3x = 1;

y/2
6) cos 4x — sin 4x = ■—.
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Решение практикума 9

1. Разложите на множители:

,ч . 5а
.

За
1) sm Y+smY

=

* . . _ _

.
а + /J a — B\ jaik

j sin a + sm p
= 2 sin —-— • cos —-— i Щ

5а 3a

= 2sin I ■ 3-■■ 2
I -cos

5a 3a

~3 2 Л . 19a a
2 sin —— • cos —

12 12

2) cos 10a • cos 8a + cos 8a • cos 6a =

i

""

^-
~~

~~a+~B а — В]
i cos a + cos (3 = 2 cos —-— • cos —-— ■ Q1
i 2 2 '

/10а + 6а\ /10a —6aN
= 2 cos 8a • cos • cos

V 2 ) \ 2 ■,

= 2 cos 8a • cos 8a • cos 2a = 2 cos2 8a • cos 2a

3) sin a + sin 2a + sin 3a =

|Г. ./о ^ . a + /J а — В] ^
• sin а + sin B = 2 sm —-— • cos —-— ■ Щ
' 2 2__\
= 2 sin 2a • cos a + sin 2a = sin 2a(2 cos a + 1) =

= sin 2a • 2 ^cos a + ^ =

= 2 sin 2a • ^cos a + cos ^ =

I Ol В Ol В I

j cos а + cos /3 = 2 cos —-— • cos —-— ; Щ2 •

= 4 sin 2a • cos

i 7Г

a + -о

cos

7Г
a
—

з

.

. .а 7Г
4 sin 2a • cos ( — + —

2 6

а 7Г

cos | — - —

2 6
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2. Докажите тождества:

ч
cos За 4- cos а

1.) -г-= :
= ctga.

sin За — sin а

^
cos За + cos а

_

sin За — sin а

i
^ ~ а 4 /3 а — (3]

I cos а 4 cos р
= 2 cos —-— • cos —-— j2

а + Р
*

• . . a
— J1

| sin а
— sin р

= 2 sin —-— • cos
| _2_ _2_

2 cos 2а • cos a cos а

ф

2 sin а • cos 2а sin а

L = ctg а

= ctga.

2)

П = ctg а

sin2 За — sin2 а

cos2 За — cos 5а • cos а

sin2 За — sin2 а

L = П, что и требовалось доказать.

= 2 cos 2а.

cos2 За — cos 5а • cos а

(sin За — sin a) (sin За + sin а)
cos2 За — cos 5а • cos а

j cos а • cos /3 = i [cos(a -f P) + cos(a — (3)] j
(sin 3a — sin a) (sin 3a 4- sin a)
cos2 3a — - (cos 6a + cos 4a)

.
Л

.
a 4 J9 a — j3

sin a + sin p
= 2 sin —-— • cos —-—

a+T•
л

„ .
a. — J5

sin a — sm p
= 2 sin —-— • cos

cos2 a = -(14 cos2a); 1 — cos2a = 2sin2 a

sin 2a = 2 sin a • cos a

2 sin 2a • cos a • 2 sin a • cos 2a

i (1 4- cos 6a) — i cos 6a — ^ cos 4a

2 sin 2a • cos 2a • sin 2a

\ + \ cos 6a — \ cos 6a — ^ cos 4a
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2 sin2 2а • cos 2а 2 sin2 2а • cos 2а

к(1 — cos 4а)
1 1 л
2
—

2
cos 4а

2 sin2 2а • cos 2а

sin2 2а

L = 2 cos 2а

П = 2 cos 2а

= 2 cos 2а.

=> L = П, что и требовалось доказать.

3. Вычислите:

1) sin2 68° — sin2 38° — 0,5 sin 106° + 3 =

j sin2 а =-(1
— cos 2а) I ^0

2)

= i(l - cos 136°) - 1(1 - cos 76°) - 0,5 sin 106° + 3 =
Ld Z

= 0,5 - 0,5 cos 136° - 0,5 + 0,5 cos 76° - 0,5 sin 106° + 3 =

= 0,5(cos 76° - cos 136°) - 0,5 sin 106° + 3 =

- 0,5 • (-2) • sin 106° • sin(—30°) - 0,5° sin 106° + 3 =

= 0,5sin 106° - 0,5 sin 106° + 3 = [3].

3(cos 20° — sin 20°)
y/2 sin 25°

3 [cos(90° — 70°) — sin 20°]
y/2 sin 25°

3 • 2 sin 25° • cos 45° 3/2

| cos а = sin(90° — a) j

3(sin70° — sin 20°)
y/2 sin 25°

y/2 sin 25° y/2

3) (tg 14° + ctg 28°) • cos 14° • sin 14° =

sin 14° cos 28°
+ cos 14° • sin 14° =

4
cos 14° sin 28°

! sin 2a = 2 sin a • cos a ] CD

(sin 14° • sin 28° + cos 14° • cos 28°) • cos 14° • sin 14°

cos 14° • 2 sin 14° • cos 14°

cos(28° — 14°) cos 14°

2 cos 14° 2 cos 14°
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4)

• 2 тг 2 тг
sin

^
• COS

g

i 4 27г 2 27г • 2 27г
1 — cos4 -g— cosz -g-

• sm
-g-

sin 2a = 2 sin a • cos a;

sin2 2a — 4 sin2 a • cos2 a; sin2 a • cos2 a = - sin2 2a

CD

1 • 2 27Г

4
SllT —

l _
f 1+c^^y
Л

1 • 2 47Г

4
8111

T

• 2 27Г
sm

T

4 — 1 — 2 cos — cos

• 2 27Г
sin

i-

2 — 2 cos

2 47Г
cos T

• 2 27Г
sin

T

2 • 2 • sin2 ^

• 2 47Г
■ sm ТГ

5)

/ 7Г 37r\

COS\2
~

14 J
- Sm

14

7Г • 7Г

cos у
• sm

5 ^sin
37Г • 7Г

14

- Sln
14

7Г • 7Г

cos у
• sm

0 _5-2
7Г 7Г

sm
• cos

у

7Г • 7Г

COS у
• Sin

^

sin2 32° + sin 26°
_

5 cos2 32°

i(l - cos64°) + sin(90° - 64°
=

5 cos2 32°

0,5 — 0,5 cos 64° + cos 64°

5 cos2 32°

0,5 + 0,5 cos 64°

5 cos2 32°

cos2 32°

5 cos2 32°
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cos 9° + cos 51° + л/З cos 21°
_

2\/3cos210
~

2 cos 30° • cos 21° + \/3 cos 21°
~~~

2\/3cos210
~

y/Z cos 21° + \/3 cos 21°
j—-

2л/Зсо8 21°

2 cos2 16° + 2 cos2 76° — 3

cos2 44°

l+cos32° + l-fcos 152° —3 —l+2cos92° • cos60°

cos2 44° cos2 44°

— 1 +cos 92° —(1 —cos 92°) —2 sin2 46°

cos2 44° cos2 44° cos2 44°

_

2 sin2(90° -44°)
_

2 cos2 44°
_

cos2 44° cos2 44°

3 cos 196° + 12 cos 164°
_

cos 16°

_

3 cos(180° + 16°) + 12cos(180 - 16°)
_

cos 16°

_

—3 cos 16° — 12 cos 16°
_ |——л

cos 16°

sin 43° + sin 17°
'

2 cos 13°+ 3 sin 77°
”

_

2 sin 30° • cos 13°
_

cos 13°
_

2 cos 13° + 3 sin(90° — 13°) 2 cos 13° + 3 cos 13°

cos 6° + cos 12° + cos 36° + cos 42°

sin 87° • cos 15° • cos 24°

2 cos 24° • cos 12° + 2 cos 24° • cos 18°

sin 87° • cos 15° • cos 24°

2 cos 24°(cos 12°+cos 18°)
_

2 ■ 2 cos 15°- cos3°

sin(90°—3°) •cos 15°•cos 24° cos 15°•cos3°
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v 3 cos 23° — 3 sin 113° + cos 203*

cos 10° • cos 13° — соеcos 80° • cos 77°

3 cos 23° - 3 sin(90° + 23°) + cos(180° + 23°)
_

0,5(cos 23° + cos 3°) — 0,5(cos 157° + cos 3°)
3 cos 23° — 3 cos 23° — cos 23°

0,5 cos 23°+0,5 cos 3° — 0,5 cos(180° — 23°)—0,5 cos 3°

cos 23°

0,5 cos 23° + 0,5 cos 23c
= EU-

.o4
2 + sin a -cos a

13) =
>
если tga - 2.

1 + 5 cos^ a

2 + sin a • cos a (2 + sin a • cos a) : cos2 a

1 + 5 cos2 a (1 + 5 cos2 a) : cos2 a

^ + tg a 2(1 + tg2 a) + tg a
_

2(1 + 4) + 2

—V- + 5cosJ a (1 + tg2 a) + 5 1 + 4 + 5
1,2

i л\
■

i n/з
14) sm [ x + — I — sm I x — — I

, если cosa: =

sin x +
7Г

sm x

■n

(ж + з) (а; з) (ж+3+ж 3 ^
= 2 sin

'
- —

' '
cos ■

О
•
n \/3 \/3

2 sm — • cos x = 2 • —— • ——

3 2 4

15) tga:, если sin(a: + 30°) + sin(a: — 30°) = 2\/3cosa;.

sin(a: + 30°) + sin(a: — 30°) = 2-\/3cosa:;
n . x + 30° + x — 30° x + 30° — x + 30°

„
/-

2sin cos = 2v3cosa;;
z z

2 sin x cos 30° = 2\/3 cos x; л/З sin x = 2\/3 cos x;

sinx

cosx

= tgx = \2\.
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16) cos2а, если sina

cos 2a = 1 — 2 sin2 a = 1 — 2
16

a

17) tga, если tg — = 2.

tga
2tgf 2-2

18) sin(7r + 2a), если sin a + cos a =

y/2

sin2 a + cos2 a + 2 sin a • cos a = ^;

1 + 2 sin a • cos a = -; 2 sin a • cos a =
1

25

sin 2a = — sin(7r + 2a) = — sin 2a
z

19) 2 sin 3a • sin 2a + cos 5a, если cos — = y/Ofi.

2 sin 3a • sin 2a + cos 5a = cos a — cos 5a + cos 5a

a
= cos a = 2 cos — — 1 = 2- 0,6 — 1 = 0,2

тг a

20) sin ( — + —

J ,
если sina = 0,6.

•
, .

тг a
,

Sm (4 +
2 =2

1 — cos ( ^ + a

= -(1 + sina)
1 + 0,6

0,8
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21) sin ^ + 2а^ ,
если tga = 2\/3.

7Г
Л

\
.

7Г 7Г
.

sin | —1- 2а I = sin — • cos 2а + cos — • sm 2а =
6/6 6

1 1 — tg2 а л/3 2 tg а

2 1 + tg2 а 2 1 + tg2 а

1 1 - (2v/3)2
+

л/3 2 • (2/3)
2 1 + (2лДУ 2 1 + (2/3)'
1 -4-3 + 4-3

2(1 + 12) 26

7Г

22) cos а + cos /3, если а — Р = ~, а а + /3 = 47г.

7Г

Если а + /3 = 47т и а - /? = -, то

^ I
а + /3^ {а — (3

cos а + cos р
= 2 cos ( —-— ) • cos

4тг 2 7Г
= 2 COS • COS — = 2 COS Z7T • cos —

2 2 4
/2

1 7Г

23) cos(a + /3), если sina • sin/3 = а а — /3 = —.

z z

7Г

Если а — /3 = —, то
Z

j sin o; • sin /3 =
i [cos(a — (3) — cos(a + /5)]! Q)

^ ^ [cos(« - /?) - c°s(a + /?)];

\ = \ (cos? _cos(a + ^));
1 = 0 — cos(a + /3); cos(a + /3) = [ —1 [.
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X X

24) sin —Ь cos — при sinx = 0,21.
z z

X X \

sin — + cos — j = 1 + sinx; sinx = 0,21;

2 sin - • cos — = 0,21; 1 + 2 sin — • cos ^ = 0,21 + 1;
2 2’ 22’

сл X 2
sin — + cos — + 2 sin — • cos — = 1,21;

x

2

x

2

x

2

(cos|+sin|^ =1,21; cos|+sin| = ±^/1,21 =|±1,1

25) sin4 a + cos4 а, если sin a + cos a =

y/2
1

. 9 9 „ • 1
sin a + cos a = —=; sin a + cos a + 2 sin a ■ cos a = -;

y/2 2'

1 + 2sina • cosa = ^; 2sina • cosa = —^;Z z

sin2 a • cos2 a
1

16’

sin4 a + cos4 a =

= sin4 a + cos4 a + 2 sin2 a • cos2 a — 2 sin2 a • cos2 a =

(sin2 a + cos2 a)2 — 2 sin2 a • cos2 a = 1 — 2 • =

16

4. Решите уравнения:

1) sin 2x + sin 4x = 0.

.
2x + 4x 4x — 2x

2 sin -

2

sin 3x = 0

cos x = 0
’

cos

Ответ= {5*

X =

2

I1
7Г

= 0; sin 3x • cos x — 0;

| fc, n E Z.

X = — + 7ГП

z

7Г

+ 7ГП | fc, n E Z
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2) cos Зх — cos 5х = 0.

_

.
Зх + 5х

.
5х — Зх

2 sm • sm = 0;
sin 4х = 0

sin х = 0
’

х~-к тг

4 , значит, х — —к как более общий случай.
х = тгп

Ответ: \ —к | к Е Z
,

3) sin Зх • sin 5х = cos 4х • cos 2х.

- [cos(5x — Зх) — cos(5x + Зх)] =
Z

= - [cos(4x + 2х) + cos(4x — 2х)];

cos 2х — cos 8х = cos 6х + cos 2х; cos 6х + cos 8х = 0;
6х + 8х 8х — 6х

2 cos • cos = 0; cos 7х • cos х = 0;

cos 7х = 0

cos х = 0
5

7Г

7х = — + 7тк

7Г

X + 7V71

7Г 7Г .

Х =

й
+ Тк

7Г

X = — + 7ГП

j 7Г 7Г 7Г *
__ |

Ответ: < — + у/с;
— + ттп | /с, п G Z ^ .

4) sin 2х • cos 6х = sin Зх • cos 5х.

- [sin(2x+6x)+sin(2x—6х)] = ^ [sin(3x+5x)+sin(3x—5х)];

sin 8х — sin 4х = sin 8х — sin 2х;

•л -о п 0
.

4х - 2х 4х + 2х
sin 4х — sm 2х = 0; 2 sin • cos = 0;

sinx • cos3x = 0;
sin x = 0

cos 3x — 0
’

2

x — 7xk

7T 7T

x = — + —n

6 3

7Г 7Г 1
Ответ: ^ 7тк; — H—n I /с, n G Z > .

6 3 J
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5) sin Зх + cos Зх = 1.

\/2sin ^За: + ^ = 1; sin ^За: + ^
д
= (—1)* •

^
+ як; Зх = ——+ (—1)к

7Г , .и 7Г 7Г

* =

“12
+ <-4 '

12
+ 3*'

Ответ: + {-1)к • ^ + ^А: | к € Zj .

л/2
6) cos4x — sin4x = —.
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Тренировочная работа 16

1. Разложите на множители:

i\ 1 • 2а
1) l + sin—;

2) cos 2а + 2 sin 2а • sin За — cos 4а;

3) 1 + sin 2а + cos 2а.

2. Докажите тождества:

„ ч
1 — cos 2а о

1
7Т S-

= tg1 4- cos 2а

cos2 а - ctg2 а + 1 2
2) ——^^ — = ctg а.

sin а + tg"1 а
— 1

3. Вычислите:

1) sin 43° • sin 17° + sin2 13° — 2;

(1 + tg 10°) • cos 10°
2)

3)

y/2 sin 55°

tg 15° - ctg 15°

ctg 30°
’

.ч
. 2тг 1 + ctg f) ‘ cos2 £

4) sin
-

7

5)

7 i i к
1 1 + COS у

3 [cos j[+sin (£-??)]
2

37Г 7Г

COS -Jq
• COS

Jq

tgT ' (sin 14°
+
tgU0,

cos 48° + cos 42° + y/2 cos 3°

>/2 sin 87°

8) cos2 23° + cos2 83° + cos2 37° + 3;
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. 2 cos 201° — 16 sin 111°
'

cos 21°
’

^
3 cos 9° + sin 81°

И)

sin 21° + sin 39°
’

sin 36° + sin 40° + sin 44° + sin 48°

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°
’

5 cos 63° + 2 sin 27° - 4 sin 207°

sin 15° • sin 78° + sin 75° • sin 12°
’

3 —sin a-cos a
13) * о • 2 ’ если

= ”2;
6 cosz a — smz a

14) 2 cos 3a • cos 4a — cos 7a, если cos — = \/0^8;

15) cos2 ^ ,
если sina = —0,4;

16) cos ^ + 2a^ , если tga =

17) sin3 a + cos3 a, если sin a + cos a = 0,8.

4. Решите уравнения:

1) sin x + sin 3x + sin bx = 0;

2) cos 2x + cos 8x = cos 4x + cos 6x;

3) sin x + cos x = sin 3x + cos 3x;

4) cos 4x • cos 2x = sin 6x • sin 8x;

5) cos 3x • sin bx = cos 5x • sin 7x\

6) tg x + tg 2x
— tg 3x = 0.
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Решение тренировочной работы 16

1. Разложите на множители:

1 \ 1 .2а
1) 1 + sin — =

7г .2а Л . / тг а\ /тг а
=

sm2+smT
= 2smU+3j'cosU“3| =

_

.
/37г + 4а\ /37г — 4а

= 2 sin ——— • cos
12 у V 12

2) cos 2а + 2 sin 2а • sin За — cos 4а =

Л ~ Л . /2а + 4а\
. / 2а — 4а

= 2 sm 2а • sin За — 2 sin • sm

= 2 sin За • sin а + 2 sin 2а • sin За =

За а
= 2 sin За • (sin а + sin 2а) = 4 sin За • sin — • cos —.

z z

3) 1 + sin 2а + cos 2а —

= 2 cos2 а + 2 sin а • cos a = 2 cos a(cos a + sin a) =

= 2 cos a • y/2 cos [ -r
— a ] = 2y/2

\4 J

2. Докажите тождества:

„ ч
1 — cos 2a о

!) ^^ = tg a.
1 + cos 2a

1 — cos 2a 2 sin2 a 9
L =

ГГ
=

о 2
= *€1 + cos 2a 2 cos2 a

L = tg2 a

7Г

cos a • cos | — — a

4

П = tg2 a
Ь = П, что и требовалось доказать.

. cos2 a — ctg2 a + 1 9

2) -2 ^ 2 Г
= Ct§ «•

sin a + tgz a — 1

L =

2

cos2 a: — ctg2 a + 1 cos2 ° ~
sin2 «

^

sin2 a + tg2 a — 1 sin2 a +
sin a

12—
— 1

cos^ a
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cos2 а

• 9 , sin2 a—cos2 а
sin а Н 5

cos^ а

cos2 а-sin2 a—cos2 a-fsin2 а

2 cos 2а
COSz а г-2—sin"5 а

•9
л

cos 2а
Sin Ol

—

—5—/Л/

cos2 а
2 • 2 I • 2 2

—

• 9
— Ctg Л)cos^ Qt'Sin a+sin^ a—cos"2 a sm Ot

L = ctg2
П = ctg2

3. Вычислите:

■ L = П, что и требовалось доказать.

-1,75

1) sin 43° • sin 17° + sin2 13° - 2 =

= ^ (cos 26° — cos 60°) + 7-
— ^ cos 26°

2 '
2 2

= ^ cos 26° — 7 + \ ^ cos 26° — 2 =
2 4 2 2

(1 + tg 10°) • cos 10°
=

\/2 sin 55°

по , sin 10° no

_

cos 10 +
cos io°

‘ cos Ю cos 10° + sin 10°

y/2 sin 55° л/2 sin 55°

cos 10° + sin(90° — 80°) cos 10° + cos 80°

y/2 sin 55° y/2 sin 55°

2 cos 45° • cos 35° y/2

y/2 sin 55°

tg 15° - ctg 15°
]

ctg 30°

1

2cos(90o-55°)

y/2 sin 55°

sin 55°

sin 55°
=ш.

—-— ^tg15° —-—^ =

ctg 30° V tgl5°/
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2тг (tgy+ctgy) -cos2^
4) sin —

у
7 1 I тг

1 + COS у

.
27Г

= sin —

7

.
27Г

= sm —

7

' sin у
5F +

l COS у

cos 7 A 2 ^

~-
• COS

14Sin
у

/

1 I 7Г

1 + COS J

/ . 2 if | о ъ
'

r Sin"5
у -{-COS у

7Г7Г • 7Г

COS у Sin у

2 тг
• cos

n

1 I TT

1 + COS
J

2-7Г 1 2 7Г
Sm

~T П c:
• 2tT

* COS
14 2 COS2 —* 0,5 sin

-y
zcob

л О 7Г

*

5)
cos it + sin

2 cos2

/ 7Г 27t\

7Г

2 cos2 д

2 cos ^ • cos

2тг- \ о о 37Г 7Г
-E- J 3-2 COS -ttt

• COS inli. = -12 ™

=1.
2

37Г 7Г г» 37Г 7Г 1 1

COS • COS
Yq

° —

3( 7Г . 27T
( COS

g
+ COS

-y

7Г
2

37Г 7Г

COS
JQ

• COS Jq

6) tg 7° • ( 17 6
\sin 14° tg 14c

^ i
cos

= tg7
1

= tg 7°

14°'1
4—:—ттг
sm 14°

v
sin 14°

(1 + cos 14°

14°sin
7° - ctg 7° -m.

. cos 48° + cos 42° + л/2 cos <:

\/2 sin 87°

s3°2 cos 45° • cos 3° + л/2 cos

\/2cos
V^sin(90° - 3°)
13° + \/2 cos 3°

\/2 cos 3°
= Ш-
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8) cos2 23° + cos2 83° + cos2 37° + 3 =

= 0,5(1 + cos 46°) + 0,5(1 + cos 166°)+

-Ь 0,5(1 "Ь cos 74°) 3 =

= 0,5 + 0,5 cos 46° + 0,5 + 0,5 cos(180° - 14°) +

H- 0,5 -f- 0,5 cos 74° -j- 3 =

= 4,5 + 0,5 cos 46° — 0,5 cos 14° + 0,5 cos 74° =

= 4,5 - sin 30° • sin 16° + 0,5 cos(90° - 16°) =

: 4,5 - 0,5sin 16° + 0,5sin 16° = [4jT.

4
2 cos 201° - 16 sin 11Г

9) ^7^
cos 21°

2cos(180° + 21°) — 16sin(90‘
cos 21°

-2 cos 21

cos 21°

16 cos 21°

+ 21°)

m
cos 21°

3 cos 9° + sin 81°
_

sin 21° + sin 39°

3cos9° + sin(90° — 9°) 3 cos 9° +cos 9° r—,

2 sin 30° • cos 9° 2 sin 30° • cos 9°

sin 36° + sin 40° + sin 44° + sin 48°
_

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

O
• 36°+44° 36°-44° . 0

. 40°+48° 40°-48°
2 sin 7>

• COS
2

^ 2 sin
2

’ COS
2

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

2 sin 40° • cos 4° + 2 sin 44° • cos 4°

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

2 cos 4° (sin 40° + sin 44°)
2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

2 sin 42° • cos 2° 2 cos 2° „

sin(90° — 2°) • sin42°
“

cos2°
_U‘
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12)
5 cos 63° + 2 sin 27° — 4 sin 207°

sin 15° • sin 78° + sin 75° • sin 12°

_

5 cos 63° + 2sin(90° - 63°) - 4sin(270° - 63°)
_

0,5(cos63° — cos 93°) + 0,5(cos63° — cos 87°)
5 cos 63°+2 cos 63°-b4 cos 63°

0,5 cos 63°—0,5 cos(90°+3°)+0,5 cos 63°—0,5 cos(90°—3°)

11 cos 63° 11 cos 63°

cos 63° + 0,5 sin 3° — 0,5 sin 3° cos 63°

. 3 —sin a-cos a
13) 9—, если tga = —2.

6 cos2 a — sin a

3 — sin a • cos a (3 — sin a • cos a) : cos2 a

6 cos2 a — sin2 a (6 cos2 a — sin2 a) : cos2 a

— СШ-

3(1 + tg2 a) — tg a

6 — tg2 a

3(1+ 4)+ 2

6 — tg2 a

6-4
8,5

14) 2 cos 3a • cos 4a — cos 7a, если cos ^ = -\/0^8.
z

2 cos 3a • cos 4a — cos 7a = cos 7a + cos a — cos 7a =

a
= cos a = 2 cos — — 1 = 2- 0,8 — 1 = 0,6

7Г a

15) cos2 ( — — — ) , если sina = —0,4.

cos"
7г a

-(1 + sina) = 3(1- °,4) =Ш
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1 1 — tg2 а л/З 2 tg а

2 1 + tg2 а 2 1 + tg2 а
к
2

1
1 (£)' V3

1 + (^V2 / 21+(^
1-1 1 --- я1

4 6 4 11

142(l + |) 2(1 + 1) 2 - (l + |) 2-I

17) sin3 а + cos3 а, если sin а + cos а = 0,8.

sina + cosa = 0,8;

sin2 а + cos2 а + 2 sin а • cos а = 0,64;

1 + 2 sin а • cos а = 0,64; 2 sin а • cos а = —0,36;

sina • cosa = —0,18;

sin3 a+cos3 a = (sina+cosa) (sin2 a+cos2 a—sina-cosa) =

= 0,8(1 + 0,18) — I 0,944 |.

4. Решите уравнения:

1) sin x + sin 3x + sin bx = 0.

^ . x + 5x x — bx
.

o

2 sin —-— • cos — h sin Зж = 0;

2 sin Зж • cos 2ж + sin Зж = 0; 2 sin Зж • ( cos 2ж + 0;

sin Зж = 0

cos 2ж = — \ ’

2

Зж = пк

,
2тт

2ж = ±— + 2тгп
о

х=*-к

х = ±— + тгп
о

х = —к как более общий случай.
и

Ответ
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2) cos 2х + cos 8х = cos 4х + cos 6х.

2х + 8х 2х — 8х
л

4х + 6х Ах — 6х
2 cos cos = 2 cos cos ;

2 2 2 2
’

cos5x • cos3x = cos5x •

cosx; cos5x(cos3x — cosx) = 0;

.
3x — x

.
3x + x

2 cos ox • sin —-— • sin —-— = 0;
2 2

cos bx • sin x • sin 2x = 0;

cos bx = 0

sin x = 0 ;

sin 2x = 0

7Г 7Г

Ж =

10
+

5

X = Tin

7Г

x = —p

7Г

Заметим, что случай x = —

p включает в себя случай

х = 7гп. Обобщая, получим ответ.

7Г

Ответ

3) sin х + cos х = sin Зх + cos Зх.

\/2sin ^х + ~ j = \/2 sin f Зх + —

sin [ Зх +
7Г

2 sin
Зх + \ - х - J

• cos

Зх + 4 +
х + -J

= 0;

sin x • cos I 2x +
7Г

0;

sin x = 0

7ГЧ
cos(2x + —) = 0

’

4

x = тгк

ТГ 7Г ;
2x + — = — + 7ГП

4 2

x = тгк

7Г 7Г

I=8 + 2"

Ответ : |7rfc;
7Г 7Г I
— + —n \k,n ez
8 2 }■
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4) cos 4х • cos 2х = sin 6х • sin 8х.

^ (cos 6х + cos 2х) = ^ (cos 2х — cos 14х);

cos Ых + cos 6х = 0;

2 cos 10х • cos 4х = 0;
cos 10х = 0

cos 4х = 0

ТГ

10х = — + тгк

4х
тг

+ 7ГП

ТГ ТГ

х = 1 к
20 10

тг тг

Х=8 + 4П
_ Г ТГ 7Г 7Г 7Г .

°,ГВет: \Й+ю';;8 + 4"|‘'П<Е2Г
5) cos Зх • sin 5х = cos 5х • sin 7х.

^ (sin 8х + sin 2х) = ^ (sin 12х + sin 2х);

sin 12х — sin 8х = 0;

2sin2x • cos 10х = 0;
sin 2x = 0

cos lOx = 0
’

x = -k
2

ТГ ТГ

I=20 + l0"
7Г 7Г 7Г

Ответ: <! к; — + —n \k,n€

6) tg x + tg 2x
— tg 3x = 0.

sin 3x sin 3x

cos x • cos 2x cos 3x
— 0;

cos 3x — cos x • cos 2x
sm 3x — = 0;

cos x • cos 2x • cos 3x

sin 3x • (cos 3x — cos x • cos 2x)
^

cos x • cos 2x • cos 3x
’

sin 3x(cos x • cos 2x — sin x • sin 2x — cos x • cos 2x)
cos x • cos 2x • cos 3x

-0;
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sin х • sin 2х • sin Зх

cos х • cos 2х • cos Зх

tgx = О

tg 2х = 0 ;

tg Зх = О

X = пк

7Г

X = —п

2

7Г

X =

зр

0; tg х • tg 2х • tg Зх = 0;

cos х ф 0

D{У) = ^ cos2x ф 0 .

cos Зх ф О

Ответ
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Практикум 10

Рассмотрим более сложные примеры.

Вычислите:

9

10

11

12

13

/ 57Г \ / 57Г М
1

(37Г

tg^T + *j+tg^-
Vctga + x/tga /я- \ 1

.

' ■ ■

;——, если ctg — + а ] = -;
- v/tg^ \4 ) 2’

ctga — tga — 2tg2a, если tg4a = 0,2;

,
если tg [

— + x

г . x 5x ( 3ir\ 4 ( тг\
5 sin — • cos —, если cos [ x + —- = где x G 0; — ;

2 2 \ 2 J о \
2 J

к X
■

1 + 2\/2 ^ ^

V 2 tg —, если sin x + cos x = при
—7Г ^ x ^ 7r;

z о

6(9sin2a + 7cos2a)_1, если tga = 2;

sin3 a + sin 3a

cos3 a — cos 3a
,
если ctga = 0,3;

12 + 16 cos 4a + cos 8a
Л

1
—

—, если tg 2a = -;
3 — 4 cos 4a + cos 8a 3

4 sin3 a • cos 3a + 4 cos3 a • sin 3a, если sin 4a = 0,2;

• 4 4
a 1

sin a — cos a, если tg — = -;

a
.

120 7г 7Г

3 tg —, если sin 2a = —— при
— < a < —;6

2
’

169 4 2
’

128(sin8 a + cos8 a), если sin2a = 0,5;

10 / . 12 12 \ •
.

v^2

39л/3
(sin12 a — cos12 a), если sin a + cos a =

7Г

при
— < a < 7г;

со
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2 sin2 4а — 1
_

2 ctg(45° + 4а) • cos2(225° — 4а)
’ если а

7Г

15) ctga — tga — 2tg2a — 4tg4a — 8tg8a, если a = —;
48

7Г
16) cos2 Ax — sin 8x • ctg 2x + sin2 Ax • ctg2 2x, если x = —;

ou

17) sin x + sin 2x + sin 3x + ... 4- sin 54x, если:

x

a) ctg2 27x — ctg 27x + 1 = ctg —;
z
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Решение практикума 10

Вычислите:

^
/ 57Г \ (57Г /Зтг \ 3

, если tg ( — +х I =

Зтг, «я , 3 4
tg (
— + ж J =

— ctga;; тогда ctga; = — значит tga: = —

tg

tg

tg

tg

2

57Г

T

57Г

T

57Г

T

57Г

+ X

+ x

— X

, 5?r

tgT + tgar 1 + tgx

l - tg
57Г ,

т ’tg*
1 — tgx

1

1 +1
“

_7’

, 5я-
g T

- tgx 1 — tgx

1 + tgx -tgar 1 + tga;’

— x

1 + I
1

= -7.

С учетом полученных результатов

tg (т+ж)+*8 (т-ж
_ _7_
~
_

50
-0,14

1

'7

1

7 =

Vctga + Vtg» . . ,

l> п 7^=>
если ctg Т + а =

«•

y/ctga- y/tga ) 2

\/ctg а + \/tgQ!
_

y/tga V^g**
^

1 + (y'tg а)2
_

1 + tg а

V/rt£^-4/tg^- l-(/t^)2
“

1-tga’

1 — tg ^
• tg a i _ tg a

ctg ( 7 + « ) = —7 r- =
■

4 > tg(j+a)
Значит, Vgg + '/gg = Щ.

sjctg a - v/tga

tgf + tga
1 + tga

1

2'
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3) ctg а — tg а — 2 tg 2а, если tg 4а = 0,2.

ctg а — tg а — 2 tg 2а =
— tg а — 2 tg 2а =

tga

1 — tg2 а 1
Л

= —^ 2 tg 2а = 2 tg 2а,
tg а

2 tg 2а

2 tga
так как tg 2a

1 — tg2 a

2 -2te2a=2<1-lf:22“>
tg 2a tg 2a ^tg4a

4 4
=
^

= 20.
tg4a 0,2

Значит, ctg a — tg a — 2 tg 2a = I 20 L если tg 4a = 0,2.

r
• x 5x ( ЗяЛ 4 /

4) 5sm — • cos —, если cos [ x +
— =

7, где x E 0;
2 2 V 2/5 V

.
. x bx\

. (x bx
sm 12+ t) +sm (2 -

T
_

.
x bx

_
1

5 sm — • cos — = 5 • -

2 2 2

= 2,5(sin3x — sin2x);

/ 37Г\ 4
.

4 / 7Г

cos I x + — I = -, значит smx =
-, где x E 10; —

/ 3
sin 2x = 2 sinx •

cosx; cosx = Wl— I -J =-;

о
4 3 24

ЯП2* = 2.

/3\2 7
cos 2а; = 2 cos2 а; — 1; cos 2ж = 2 • ( - ) —1 = :

V5/ 25

sin За: = sin(a: + 2a:) = sin x • cos 2x + cos x ■ sin 2a: =

_

4 /_^Л +
3 24

_

72- 28 44

5 V 25 J 5 25 125 125'

to|
^
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Тогда 5 sin ^ • cos ^ = 2,5(sin Зх — sin 2х), т. е.

Z Z

.
х 5х / 44 24

5sm--cosy =2,5 (jjg
-

jg

_ _38
25

5 44 - 120

2 125

-1,52

х 1 + 2л/2
5) л/2 tg —, если sinx + cosx = при

—тг ^ х ^ тг.

2 3

Так как sinx > — cosx и х £ [—7г;7г],

( тг Зтг\ .

то х G I I С [—7г;7TJ, значит

• 9 г» • 9 9 4\/2 4 /—

smz х + 2sinx • cosx + cos x = = 1 + -v2;
У У

1 + sin 2x = 1 + - л/2;

4 /— 7г Зтг
sin 2x = -

v 2, но — — < 2x < —.

7Г

a) — — < 2x < 0; cos2x > 0;

cos 2x = \ I :V2
7

9’

7Г

< x < 0, значит cosx > 0, sinx < 0;

cosx =
11 + cos 2x fl +

cosx = = |v/2;

11 — cos 2x fl -

sinx = sinx =
1

3;
x 1 — COS X

так как tg — =
; ,

то

2 sinx

x
л/2 fl — g л/2^

= 4 - Зл/2.
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7Г 7
б) 0 < 2х < —; cos2x > 0; cos2x =

7Г

0 < ж < —, тогда cosх > 0; sinx > 0, т. е.

2 /к •
1

cosх = -V2; sinx = тогда
О и

V2tg| = —
4

,

“
’

' =3V*2-4.
3

7Г

в) — < 2х < 7г; cos2x < 0;

7
cos2x = —;

9’

7Г X 7Г _

— < — cosx > 0; sinx > U, тогда

/ 1 + COS 2х / 9
cosх = а ; cosх = \l —-—

i.
3’

7

/1 — cos 2ж
.

A + 9 2\/2
sina; / _

. sma;=W

2 2^2
3

37Г
г) 7Г < 2x < —, cos2x < 0,

7
т. e. cos2x — —

7Г Sir
.

тогда
— < x < —, значит cosx < 0; sinx > 0;
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'

1 — cos 2х
smx sinx

^ + 5 2v/2
3

’

X
л/2 fl +

тогда л/2 tg- =

^
= 2.

7Г Зтг
x G —тг;

—— U’

4_ 4
’

sinx + cosx ^ 0, но

4: j

i + 2V2
sinx + cosx =

,
что одновременно невозможно,

о

значит задача неразрешима.

7Г 7Г

е) при х = 0, х = — и х = —

1+ 2V2
равенство sinx + cosx = не выполняется.

о

Ответ: а) на ( — j;0j \/2 tg ^ = 4 — Зл/2;
/ \

б) на ( 0; ^ J л/2 tg | = Зл/2 - 4;

. / 7Г 7г\ у- X

в) на (
j ) v 2 tg

2
= !;

г)иа(5’т) '/2tgf = 2.

6) 6(9sin2а + 7cos2а) , если tga = 2.

Так как sin 2a =
2 tga

1 + tg2 a
, то sin 2a =

1 — tg a

так как cos 2a = ^, to cos 2a

1 + tg2 a

2-2
_

4

1 + 22
“

5’

1 -22 3

5’

4 3
6 • (9 sin 2a + 7 cos 2a)-1 = 6 • I 9 • - — 7 • -

5 5

1 + 22

-l

= 6-
36-21

-l

= 6 - з-1 = Ш.
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_ sin3 а + sin За
7) —^, если ctga = 0,3.

cos6 а — cos 3a

Мы уже доказывали ранее, что

sin За = 3 sin а — 4 sin3 a; cos За = 4 cos3 а — 3 cos а.

sin3 а + sin За sin3 а + 3 sin а — 4 sin3 а
Тогда

cos3 a — cos 3a cos3 a — 4 cos3 a + 3 cos a

3 sin a(l — sin2 a) sin a • cos2 a
=

q Тл 2 \
=

1 2
= ctSa*

ocosa(l — cosz a) cos a-sin a

_ sin3 a + sin 3a
Оггвст: = = 0,3, если ctga = 0,3.

cos*5 a — cos 3a

. 12 + 16 cos 4a + cos 8a 1
8) —, если tg2a =

3 — 4 cos 4a + cos 8a 3

1 - tg22a 1 - (3)
1ак как cos 4a = , to cos 4a =

1 i i, „2 о « 1

1+ig2a i+(i)‘
/4\2 7

cos 8a = 2 cos2 4a — 1; cos 8a = 2 • I - I — 1 = —;
\5/ 25

12 + 16 cos 4a + cos 8a + 16 *

5
+

25

3 — 4 cos 4a + cos 8a q _ 4 . i _l JL
0 ^

5
^

25

12-25 + 16-20 + 7 300 + 320 + 7 627
313,5

3-25-4-20 + 7 75-80 + 7 2

9) 4 sin3 a - cos 3a + 4 cos3 a • sin 3a, если sin 4a = 0,2.

Учтем, что из формул тройного угла

sin За = 3 sin а — 4 sin3 а и cos За = 4 cos3 а — 3 cos а

можно получить формулы кубов:

о 3 sin а — sin За о 3 cos а + cos За
sir а = ; cos'3 а = .
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А(а) = 4 sin3 а • cos За + 4 cos3 а • sin За =

,
3 sin а — sin За

л ,3 cos а + cos За
.

л
— 4 COs За + 4 sm За =

4 4

= 3 sin а • cos За — sin За • cos За+

+ 3 cos а • sin За + cos За • sin За =

= 3(sin а • cos За + cos а • sin За) = 3 sin 4а.

Значит А(а) = 3 sin 4а, а так как по условию sin 4а = 0,2,
то А(а) = 3 • 0,2 = 0,6.

Ответ: 4 sin3 а • cos За + 4 cos3 а • sin За = 0,6.

10) sin4 а — cos4 а, если tg ^ ^

sin4 а — cos4 а = (sin2 а + cos2 а) (sin2 а — cos2 а) = — cos 2а,

1 — tg2 а
но cos 2а

1 + tg2 а' (1 ^ 2

а 1
1 “ (?) 3

Тогда так как tg — =
-, то cos а =

'
= -.

1+®
/3\ 9 7

Значит cos 2а = 2 • ( - ) —1 = 2* —— — 1 = ——— = —0,28,
у5 у 25 25

7
так как cos 2а = 2 cos2 а — 1. Итак, — cos 2а = — = 0,28.

25

а

Ответ: sin4 а — cos4 а = 0,28, если tg — = 0,5.

ч
а . Л

120 7Г 7г

П) 3tg-, если sin2а = — при
- < а С .

7Г

С учетом условий получим
— < 2а < 7Г, тогда cos 2а < 0,
Z

значит

cos

/ /120 у _

л/289 • 49
_

17 • 7
_

119

а~~У
—

V169У
__

169
”

169
”

169*

/Ч 119

l-bcos2a 1
169 5

cosa > 0, тогда cosa = w ; cosa =

2 V 2 13’
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sina > 0; sina=t/l-( —j
= —.

5 V 12

12

13_ a sm a a
1ак как tg — =

,
то 3 tg

— = 36
2 1 + cos a

6
2 1+

5
13

3-12

18
= 2.

12) 128(sin8 a + cos8 a), если sin2a = 0,5.

a) A(a) = sin8 a + cos8 a =

= (sin4 a + cos4 a)2 — 2 sin4 a • cos4 a

= |^(sin2 a + cos2 a)2 — 2sin2 a • cos2 aj —2sin4a-cos4a =

= (l — 2 sin2 a • cos2 a)2 — - (2 sin a • cos a)4 =
8

= (1 — ^ sin2 2a j — ^ sin4 2a;

6) sin 2a = 0,5, тогда

A(a) = 1 -
2

• (°>5)2 (0,5)4 =

1 97
_ ( _ ly _

1 J_ _ 49
_

_

V 8J 8 16 64 128 128'

97
Тогда 128(sin a + cos8 a) = 128 • —— = 97.

128

Ответ: 128(sin8 a + cos8 a) = 97, если sin 2a = 0,5.

1Q\ / Ю ( . 12 12 \ •

,

V^2
13) 4 / t= (sm a — cos a), если sma + cosa = —

у 39\/3
У

2

7Г

при
— < a < 7Г.

Л(а) = sin12 a — cos12 a = (sin4 a)3 — (cos4 a)3 =
= (sin4 a — cos4 a) (sin8 a + sin4 a • cos4 a + cos8 a) =

= (sin2 a — cos2 a) (sin2 a + cos2 a) x

x [(sin4 a + cos4 a)2 — 2 sin4 a • cos4 a + sin4 a • cos4 a] =
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cos 2а х

^(sin2 a+cos2 a)2 —2 sin2 a • cos2 a^ —sin4 a • cos4 a

= — cos 2a • [(1 — 2 sin2 a • cos2 a)2 — sin4 a • cos4 a] =
= — cos 2a x

x [l — 4 sin2 a • cos2 a + 4 sin4 a • cos4 a — sin4 a • cos4 a] =
= — cos 2a [l — 4 sin2 a • cos2 a + 3 sin4 a • cos4 a] =

3
= — cos 2a(l — sin2 2a + — sin4 2a).

.. y/2 7Г

Учтем, что по условию sma + cosa = —-

при
— < a < тг:

z z

\/2 pr
( 7Г \ y/2

sma + cosa = —; v2cos I a — — 1 = —;

( ъ\ 1 7Г . 7Г
n

. 7Г
,

7Г
Л

.

cos I a - - 1 = a - - = ±- + 2trfc; a = - ± - + 2irk.

_ 7Г 7Г 7Г 7тг
Л

7тг
Так как - < a < тг, то a = - + - = —; 2a = —.

7тг

12

7?Г (^ .
о 77Г 3

. 4 77Г
cos — 1 — sm — + — sm —

б V 6 16 6

Щх. 1- + ЛЛ =

2 V 4 256 /

л/З 256-64 + 3 л/З 195

256 2 256
, тогда

10 10 л/3-39-5

14)

А(—) =

Y 39л/3 12 у 39л/3

2 sin2 4a — 1

2ctg(45° + 4a) • cos2 (225° — 4a)

2 sin2 4a — 1

2-256
!&_
162

5_
16

, если
a = 3°.

^°^
2 ctg(45° + 4a) • cos2 (225° — 4a)

;cos2”(225° - 4a)’ = cos2 [270° - (45° + 4a)] = sin2 (45° + 4a) | ©
— cos 8a — cos 8a

2sin(45°+4aj ' sin2(45°+4a) 2 cos(45°+4a) • sin(45°+4a)
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_

—cos8а
_

— cos8а
_ ^

sin(90°+8a) cos 8а

Решение от а (при a Е D(A)) не зависит (3° Е D(A)).
_ 2 sin2 4a — 1
С /TRPT * — 1

2 ctg(45° + 4a) • cos2 (225° — 4a)
7Г

15) ctg a — tg a — 2 tg 2a
— 4 tg 4a

— 8 tg 8a, если a = —.

48

A(a) = ctg a — tg a — 2 tg 2a
— 4 tg 4a

— 8 tg 8a.

ctg a
— tg a =

cos a sin a cos2 a — sin2 a

sm a cos a sm a • cos a

cos 2a

^ sin 2a
2 ctg 2a;

Л
/ cos 2a sm 2a \

Л
cos 4a

2ctg2a—2tg2a = 2 ( —— — I = 2-- =4ctg4a.
\ sm 2a cos 2a / L sin 4a

16л/3
3

'

16\/3

2
1

Далее по аналогии 4 ctg 4a
— 4tg4a = 8 ctg 8a;

8 ctg 8a
— 8 tg 8a = 16 ctg 16a.

A Q§) = 16c‘S (16 ' 5) = 16cts I= f'75 =

Ответ: ctg a
— tg a — 2 tg 2a

— 4 tg 4a
— 8 tg 8a =

о

7Г

при a = —.
F

48

16) cos2 Ax — sin 8x • ctg 2x + sin2 4x • ctg2 2x, если x = —.

36

А(ж) = cos2 4ж — sin 8x • ctg 2x + sin2 Ax • ctg2 2ж =

9
.

,
cos2x

, .
о cos22x

= cos 4x — 2 sm 4x • cos 4x • ——-—h4sm 2x • cos 2ж ~— =

sm 2x sin2 2x

9 4 sin 2x • cos 2x • cos Ax • cos 2x
, 4 Л

= cos 4x ;— h 4 cos 2x =
sm 2x

= (2 cos2 2x — l)2 — A cos2 2#(2 cos2 2x — 1) + 4 cos4 2x =

= 4 cos4 2x — A cos2 2x +1 — 8 cos4 2x + A cos2 2x + 4 cos4 2x = 1.

yj-

Ответ: -A(x) = IT] и не зависит отх= —.v ' —

36
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17) sin х + sin 2х + sin Зх + ... + sin 54х, если:

х

a) ctg2 27х — ctg27x + 1 == ctg —; б) х =
7Г

27*

х

a) ctg2 27х — ctg 27х + 1 = ctg —.

1.
1 cos 27x

2

sinx

sin2 27x sin 27x 1 — cos X

1—cos27x • sin27x sinx

sin2 27x 1—cosx’

1 — ^ sin 54x sinx

ctg- 1 — COS X
’ 3D

sin | ф 0

|(1 — cos 54a;) 1-cos®’

(2 — sin54x)(l — cosx) = sinx(l — cos54x);
2 — sin 54x — 2 cos x+sin 54x • cos x = sin x — sinx • cos 54x;

2(1 — cos x) — sin 54x + sin 55x — sin x = 0;
^ Л . 9 x Л

109x
.

x
Л . x x

2 • 2 • sinz x + 2 cos —— • sm — — 2 sin — • cos — = 0;
z z z

Л .
x (~ ж 109x x .

Л
.

2 sm — I 2 sm — + cos — cos —1=0 ( sm
Z \ Z Z Z

n . x
^ . 55x

.
54x

2sin ——2sin——-sm——
2 2 2

= 0. Тогда

sm
55ж

iinf/0);
54ж

sm -77-

sin I
= 1.

2. Пусть A(x) — sin x + sin 2x + sin 3x + ... + sin 54x;

(sinx+sin2x+.. .+sin54x) • sin f / x

A{x) = — (sin 2^0)-sin
2"

\

'

^ -j
1 sin ol • sin (3 z= - [cos(a — /3) — cos(a + (3)\ 1

. x If x 3xN
sm — • sm x — - cos — — cos —

2 2 V 2 2

x
.

Л

1 / Зх 5x"
sm — • sm 2x = - I cos cos —

2 2 V 2 2

.
x

.
n If 5x 7x'

sm — • sm 3x = - cos —— cos —

2 2 V 2 2

.x .
_ If 107x 109x\

sm — • sm 54x = - cos — cos -

2 2 V 2
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Поэтому

2
—

2 J
slJLi ~2~

*

ьш ~2~

1 / Ж 109аЛ . 55ж . 54ж
2 (COS 9

- COS -тг- ) sm • sin —

А{х)
. х

'

Sin
2

Sin
2

б) ж тогДа ^ = °.

• /54 М •

птак как sin ( — • — I = sin 7г = 0.

Ответ: а) А(х) = 1, если ctg2 27х — ctg27x + 1 = ctg

7Г

б) >1(х) = 0, если х = —.

Z I

18) cos х • cos 2а; • cos Ах •

...

• cos 27х, если х =

ZDO

sin а;

Л(а;) = cos ж • cos 2х • cos 4х •...
• cos 27х • —— = (sin х ф 0)

sin а;

^ sin 2х • cos 2х ...

- cos 27х

sina;

1 sin Ах • cos 4а; •

...

• cos 27х 1 sin 28х

22 sinx 28 sinx
’

так как cos х
• sin х = ~ sin 2х.

2

., ч
1 sin28x

А(Х) = 25
'

/ тг N
_

1 sin (2* ' 2Fe)
_

1 Sin*

\25б)
~

28 sin —
_

28 sin —
_

\ / bin
25б

ып
25б

Ответ: А(х) = cos х • cos 2х • cos 4х •

...

• cos 27х = О,
7Г

если х = ——.

256

Н

1<М
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Периодические функции

I. Определение. Функция у = f(x) называется

периодической на D(f), если для Уж £ D(f) 3Т ф 0, называемое ее

периодом, такое что 1) ж=ЬТ £ £>(/); 2) f(x + T) = f(x).

II. Определение. Пусть у = /(ж) — периодическая

функция с периодом Т. Основным периодом функции
называется число То, наименьшее из всех положительных

периодов Т.

Пример 1. Докажите, что функция f(x) = Asin(ax + b) -1- В

периодическая и найдите ее основной период.

D(f) = (—оо;оо), для VT ф О верно, что х±Т £ -0(/), значит

первое условие определения периодической функции
выполняется.

Проверим второе условие. Рассмотрим f(x + Г) — f(x) =
= Asin(a(x + Т) + b) + В — (A sin(ax + b) + В) =
= A sin(ax + аТ + b) — A sin(ax + b) =

Л
. . ах + аТ + b — ах — b ах аТ + Ъ + ах + Ь

— 2A sm cos =

2 2

.
аТ ( аТ

= 2A sin — • cos I ах + b Н
Zt \ z

_

.
аТ аТ

/Л
_ 27гк

Ьсли sm— = 0, то — = 7гА;; при а ф О Т =
,
и при к ф О

2 2 а

найден Т ф 0, для которого f{x + Т) = f(x) (к £ Z).
Значит, функция у = f{x) — периодическая функция.
Так как по определению основного периода Т > 0 и То —

_ _ 27Г
наименьшее из таких 1, то очевидно, что То = -г-т

— основной

м
период (а ф 0).

Примечания.
1. Из доказательства периодичность у = Asin(ax + b) + В

не зависит от коэффициентов Л, В и b и зависит только

от а ф 0.
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2. При а = О у = Asinb + В — постоянная величина, не

зависящая от ж, тогда /(ж + Т) = /(ж) для всех Т, т. е. в этом

случае функция является периодической с периодом Т —

любым числом, значит в этом случае, так как нет наименьшего

положительного числа То, то основного периода нет.

3. Аналогично доказывается, что периодическими являются

функции
27Г

у = A cos(ах + &) + £? — То = -—г (а ^ 0);
\а\

у = Atg(ax + b) + В — Т0 =
щ (аф 0);

у = Actg(ax + b) +В — Tg — т~г (аф 0).
|а|

Пример 2. Проверить периодичность у = f(x) = cosx2.

D(f) = (—оо; оо), значит первое условие периодичности

выполняется.

Рассмотрим /(ж + Т) — /(ж) = cos(x + Т)2 — cosx2 =

(ж + Т)2 — х2
. (ж + Т)2 + х2

= —2 sin -г • sm т .

2 2

(ж + Т)2 — ж2
а) Если sin = 0, то /(ж + Т) = /(ж), значит

Z

(ж + Г)2 — х2 Т2
= тгк; тогда хТ+

— = я-к — получили урав-

нение относительно Т, решения которого, конечно,

зависят от ж, что противоречит определению периодичности

функции.

(х -l х)2 4- х2
б) Если sin = 0, то /(ж + Т) = /(ж), значит

rj-i2

ж2 + жТ + — =7тк — но решения этого уравнения также
Z

зависят от ж.

Итак, равенство /(ж + Т) = /(ж) для \/ж Е £*(/) не

выполняется ни для какого Т, следовательно, функция у = cos ж2 —

непериодическая.
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Пример 3. Выясните периодичность функции у = cos Зх.

D(f) = (—00; 00) — первое условие выполняется.

9 1 + cos 6х 11
cosz Зх =

,
т. е. у =

- + - cos 6ж,
Z A Z

а это функция вида у — Acos(ax + b) + Б, значит, она перио-
27Г 7г

дическая с основным периодом То = -j—г
= — (а = 6).

I tt I о

1 — sin х
Пример 4. Выясните периодичность у = f(x) = -ctgx.1 — sin х

7Г
х ф — + 2nk

, ,
2 I fc,n G

sin x ф 1

sin x Ф 0
’

I ,' I X ф 7ГП

Ha D(f) f(x) = ctgx,
эта функция имеет вид у

= Actg(ax + b) + В, а значит пери-
7Гк

одическая с периодом Т = — (а^О)и основным периодом
а

_ 7Г _

То = 7-7. Так как в данном случае а = 1, то основным периодом

|а|
ДОЛЖНО быть То = 7Г.

Но в случае То = тг не выполняется условие на область опре-
тг

деления, так как х = — — G D(f), но х

тг тг

2
+ 1Г =-* />(/),

т. е. не выполняется условие периодичности,

значит D(f) —

несимметричное множество.

1 — sin х
Значит, у — : ctgx — непериодическая функция.

1 — sm х

Пример 5. Может ли функция быть периодической, не

являясь тригонометрической?

Рассмотрим у = {х} — функция дробной части числа (ее
график представлен на чертеже).

№
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Очевидно, что D(f) = (—00; 00) — первое условие выполнено.

Также очевидно, что {х + Т} = {х} при любом целом Т

(дробная часть числа при прибавлении Т остается той же).
Значит, у = {х} —

периодическая, а То = 1 (наименьшее
положительное целое число).
Ответ: да1.

Пример 6. Может ли функция, не являясь постоянной, быть

периодической и не иметь основного периода?

Рассмотрим функцию Дирихле:
т^/ ч

Г 1, если х — рациональное число;
in

[О, если х — иррациональное число.

D(D) = (—оо;оо) —

первое условие выполнено.

Проверим второе условие.

а) Так как сумма двух рациональных чисел есть

рациональное число, то если х рациональное, то для любого

рационального Т D(x + Т) = D(a?) = 1.

б) Известно, что сумма иррационального числа и

рационального числа есть число иррациональное, значит если х

иррациональное число, то для любого рационального Т

х + Т —

иррациональное, и D(x + Т) = D(x) = 0.

Итак, для любого х и для любого рационального Т

выполняется равенство D(х + Т) = D(x). По определению D —

периодическая функция.
Основного периода эта функция не имеет, так как не

существует наименьшего положительного рационального числа.

Примечание. Рациональным числом называется

бесконечная периодическая десятичная дробь. Можно доказать, что

ее можно представить в виде обыкновенной дроби вида -, где

9

р G Z, q Е N.

Иррациональным числом называется бесконечная

непериодическая десятичная дробь.
1
Более подробно см. Шахмейстер А. X. Множества. Функции.

Последовательности. СПб.: «ЧеРо-на-Неве», 2008. С. 92.
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Отметим ряд свойств периодической функции.

1. Область определения периодической функции есть

бесконечное множество.

2. Периодическая функция не может иметь конечного числа

точек разрыва.

3. Периодическая функция не может быть строго

монотонной на всей своей области определения.

4. Непрерывная и неограниченная на всей числовой оси

функция не может быть периодической.

5. Сложная функция, промежуточный аргумент которой

периодическая функция, также является периодической

функцией.

6. Если функции у = f(pc) и у — д{х) периодические, то их

алгебраическая сумма, произведение и частное
— также

периодические функции, если их основные периоды

соизмеримы. Для их алгебраической суммы основной период

есть наименьшее общее кратное основных периодов f{x)
И д(х).

Пример 7. Найдите основной период функции
у(х) = tg (\/2тпг) + sin(7rx).

у = fi(x) = tg (\/27гж) — периодическая,

Примечание. Соизмеримость чисел Т\ и Т2 означает, что

Т\ р
—

рациональное число (т. е. число вида где q Е N,p G Z).

У — f2(x) = sin(7rx) — периодическая,

значит функция у = tg (\/2ттх) + sin(7rx) — непериодическая.

Q
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XXX

Пример 8. Найдите период функции у(х) = cos—+cos—+sin—.
3 4 5

Как мы уже знаем,

X ( 27Г \
2/1 = fi{x) — cos — периодическая, (T0)i = 67т \Т0 = щ

) ;

X
У2 = /2(ж) = cos - — периодическая, (То)2 = 87т;

X

Уз = h{x) = sin - — периодическая, (Г0)3 = 107г.
5

Очевидно, числа 67Г, 87т и 107г соизмеримы, значит

XXX

у(х) = cos — + cos — + sin — —

периодическая функция, а ее

3 4 5

основной период равен То = Н. О. К. (б7г; 87т; 107г) = 1207г.

Пример 9. Найдите основной период функции

у = cos2 х + cos2(l + х) — 2cos 1 • cosx • cos(l + x) —

D(f) = (—00; 00) — первое условие периодичности выполнено.

Проверим второе условие.

а) 2cos 1 • cosx = cos(l + х) + cos(l — х)\

б) —2 cos 1 • cos х • cos(l + x) =

= — cos2(l + x) — cos(l — x) • cos(l + x)\

в) cos2(l + x) — 2cos 1 • cosx • cos(l + x) =

= — cos(l — x) • cos(l + x) = —^(cos2 + cos2x);

r) COS2 X + cos2(l + x) — 2 cos 1 • cosx • cos(l + x) — ^ =z

2 1
о

1
о

1
= cos x cos 2 cos 2x — — =

2 2 2

1 + cos 2ж 1
Л

1 1
.

1
- cos 2 — - — - cos 2x — — - cos 2.

2 2 2 2 2
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Так как у =
— ^ cos 2 — число, не зависящее от ж,

то f(x Н- Т) — — ~ cos 2 = /(х) при любом Т ф О,

т. е. у(х) — периодическая.

д) Основного периода функция не имеет, так как нет

наименьшего положительного числа.

Примечание. Используя свойства, можно доказать, что

следующие функции не являются периодическими:

у = log2 х — не выполняется свойство 3 (функция строго

монотонная);

у = х2 sinх — свойство 4 (функция не ограниченная);
sin х

у
= свойство 2 (имеет конечное число разрывов);

X 1

Vi -X2 + Vx* + 3х2 -4
„ г 1 11 \

СВОЙСТВО 1 (£>(/) = { —1; 1});

у = sina;• sin (\/2а;) — свойство 6 (основные периоды функций-
сомножителей несоизмеримы);

у = sin(2x) — свойство 5 (промежуточная функция t(x) = 2х

не является периодической).
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Практикум 11 (Продолжение рассмотрения
более сложных примеров)

1. Вычислите:

sin 40°
1) (tg40° — cos

1
40°) (cos 40° — ctg 40°)

1
—

2)

cos2 40°
’

tg 3 3 - tg2 1

tg 1 1 - 3 tg2 1
’

оЧ
7Г 27Г 47Г 87Г 167Г

3) 4 cos — • cos — • cos — • cos — • cos ;'
33 33 33 33 33

’

4) i/3(tg 20° + 4 sin 20°);

5) sin 18°-sin54°;

„ч .
7Г

.
137Г

e) 5ШТо+8Ш-ш;

7) (л/З — 1) cos ^ • cos

8) tg2 20° • tg2 40° • tg2 80°;
. 27Г 4n 87г

9) cos — + cos — + cos —;

10) Vb ^3 sin ^ + sin ^ + sin .

2. Докажите неравенства:

3
1) cosa + cos/3 + cos7 ^ -, где a, /?, 7

—

углы треуголь-
z

ника;

v
.
a

. (3 . 7 1
2) sm —-sin —-sm—^где a, p, 7

—

углы треугольника;
2 2 2 8

3) sina < a < tga, если a G ^0; ^ (a — угол в

радианах);

\
a3 / 7г\

4) a—— <sma, если aG 10;- I (a
—

угол в радианах).
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3. Определите периодичность функций и основной период:

1

1) у =

2)У =

2 + cos За;
’

sin 2х
л . • 2 ’
1 + smz х

3) у = cosx • cos {у/2х) ;

4) у = Зх + sin2x;

5) у = sin 2х • sin Зх • cos 5х;

. 1 — cos4x
, . ч

о

6) У = о . о (smx + c°sxy + 1;
2 sm 2х

7\ qsin f 9tg ^7) у = 3 2 + 2

sin 9ж
8) 1/ = -г-т-;

sm Зж

9) у = sin2 (cos 2ж);

10) у = л/sinrr • sin ^/х.

4. Периодическая функция у = f(x) определена для всех

действительных чисел. Ее период равен 8. График
функции на отрезке [—3; 5] изображен на рисунке. Найдите

/(-10)-/(-4)
значение выражения

/(28)
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Решение практикума 11

1. Вычислите:

1) (tg 40° - cos-1 40°) (cos 40° - ctg40°)-1 - cos2 40°

sin 40° — If cos 40° • sin 40° — cos 40° \
-1

sin 40°

__i sin 40°

-l

cos 40° \ sin 40° J cos2 40°

sin 40° — 1 sin 40° sin 40°

cos 40° cos 40° (sin 40° — 1) cos2 40°

sin 40° sin 40°

cos2 40° cos2 40c

tg 3 3 — tg2 1
1 0 4.-2

= 0.

tg 1 1 — 3 tg2 1

Похоже, здесь необходимо знать tg3a. Выведем
тангенс тройного угла:

4- I 2tS«

* о 4. /■ ,1 \ tg а + tg 2а tga + i_tg2a
tg За — tg(a + 2а) = — = — =

1 — tg а • tg 2а 1 - tga - ,2ttg“1—tg^a

_

tg a — tg3 a + 2tga_ 3 — tg2 a
1 — tg2 a — 2 tg2 a

^ a
1 — 3 tg2 a

Тогда, полагая a = 1, получим

3 - tg2 1
tg3 = tgl

1 -3tg2l

tg3 3 — tg2 1 3 — tg2 1 3 — tg2 1 шЗначит
til

-
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47Г 47Г 87Г 167Г
Sin 33

• COS
33

• COS
33

• COS
-33-

sin
7Г

33

2
sin

8тг 8тг 167Г 1 167Г 167Г

33
' COS

33
'

"33"
_

4 33
‘

33

sin I5 sin

1 sin It
_

1
_

1 sinli

sinM 8 sin^ 8 sin53

1

4) \/3(tg 20° + 4 sin 20°) =

^
sin 20° + 4 sin 20° • cos 20°

=

cos 20°

^ sin 20° + 2 sin 40°
= ^

cos 20°
=

r
sin 20° + sin 40° + sin 40°

_

РЛС 9ПОcos 20°

r- 2 sin 30° • cos 10° + sin 40°
_

cos 20°

ft sin 80° + sin 40°
_

ft 2 sin 60° • cos 20°
r 1/3

cos 20°
”

™°no

= л/З • >/3 = Ш

cos 20°

5) sin 18° • sin 54° = sin 18° • cos 36°.

Чтобы вычислять далее, необходимо знать значение

sin 18°.

Так как cos36° = sin 54°, 1 - 2sin2 18° = sin(3 • 18°);

Учтем, что sin За = 3 sin а — 4 sin3 а.

1 - 2 sin2 18° = 3 sin 18° - 4 sin3 18°.

Пусть sin 18° = t.

4£3 - 2t2 - 3t + 1 = 0;

очевидно, что t — 1 — корень, тогда
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t- 1

4t2 + 2t-l

4t3 -2t2-3t + l
~

4t3 - 412

212- 31 + 1

212 - 21

t + 1

— t + 1

Ho sin 18° Ф 1, значит 4i2 + 2t — 1 = 0;

-1 + л/5
t =

t =

4

—1 — л/5
< 0

Очевидно, sin 18° > 0, таким образом sin 18° =
л/5-1

cos36° = 1 - 2sin2 18° = 1 - 2
л/5 - 1

— (5 + 1 — 2 л/5) 2 л/5 + 2 ^5 + 1

8 8 4

Значит sin 18° • sin 54° = sin 18° • cos 36° =

л/5- 1 л/5 + 1 5-1

4 4

ТГ 137Г
6) й-

4-4

= 2 sin

7Г
, 137Г

То +
137Г

1сГ "То"
— • cos

10 л . 7тг Зтг
2 sm —- • cos — =

10 5

О 37Г . 37Г 37Г

„.Зтг Зтг 2COSJQ -sinjo
• cos

т
= 2 sin — • cos — = г

10 5 —
37Г

COS
10

sin
37Г

COS
37Г 1 . бтг

2Sln^

cos
37Г

10 COS

in (” + f)
2

7Г

sm
g

isinf
1

sm
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7) (л/З — l)cos^ -cos^

-(VS-i)-i ( 7Г 7г\ / 7Г 7Г'

COSll2 + 4j+“Sll2-4,
, /— 1 / 7Г 7г\ \/3
(,/3-1).-(cos- + coS-J = —

з-1 ГГ

-1 1 + л/З

8) tg2 20° • tg2 40° • tg2 80°.

а) sin 20° • sin 40° • sin 80° =

= ^ sin 80° (cos 20° — cos 60°) =

= - sin 80° • cos 20° — \ sin 80° =
2 4

= -(sin80° + sin60°) — \ sin80° =
4 4

= isin80O + ^-isin80° =

x;

б) cos 20° • cos 40° • cos 80° =

2 sin 20° • cos 20° • cos 40° • cos 80°
“

2 sin 20°
“

sin 40° • cos 40° • cos 80°
”

2 sin 20°
~

sin 80° • cos 80° sin 160°
_

4 sin 20° 8 sin 20°

_

sin(180° — 20°)
_

sin 20°
_

1
”

8sin20° 8sin20°
~

8’

(-Y
в) tg2 20° • tg2 40° • tg2 80° - V 8

{ = [3].

W
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. 2п 47г 87г
9) cos — + cos — + cos — =

2
2тг 27Г . о

• 27Г 47Г . о
• 27Г 87Г

sin
-д

• cos
-g-
+ 2 sm

-у
• cos

-g-
+ 2 sm

-g-
• cos

-g-

n • 27Г
2sm

-g-

47Г 27Г ,
• 67Г б7Г , 107Г

sm
-g—

sm
-g-
+ sm

-g—
sm

-g-
+ sm

-g-

o • 27Г
2sm

-g-

47Г .
о

* 47Г б7Г 47Г 47Г
Sin

-g- +
2 Sin

-g-
* COS

-g-
Sm

"g— siny
—

7Г~- 2тг
—

^ 2тг
—

2 Sin
—g—

2 sm
-g-

10) Vb ^3 sin ^ + sin ^ + sin •

yj- ^/5 1
Учтем, что sin — = sin 18° = —-— (см. пример 4).

.37Г 7Г
,

_

.
о ТГ \/5 + 1

Sm-=cos- = l-28m
й

=

—^.

Тогда y/5 (з sin ^ + sin ^ + sin =

= ^5 . 7 3

+^ + 1 + 2
= V5 ■ v*5 = [5|.

2. Докажите неравенства:

3
1) cos a + cos (3 + cos 7 ^ где a, /3, 7

—

углы

треугольника.

т л СЛ
Ot (3 Ot — f3

L = cosa + cosp + COS7 = 2 cos —-— • cos — h C0S7.

а) Так как a + /3 + 7 = 180°, то
— 99° -

z

a + (3 ( 7
поэтому cos —-— = cos I 90° — — ) = sin —.

Z \ Z / Z



Решение практикума 11 277

a — /3
б) Очевидно, что 0 ^ cos —-— ^ 1.

_ а + /3 а — (3 .7
Значит cos cos ^ sin —.

2 2 2

а + (3 а — (3 л . 7
Тогда 2 cos — cos — b cos7 ^ 2 sm — + cos 7.

Z Z Z

7
в) Преобразуем выражение 2 sin —b cos 7 =

z

— 2 sin ^ + 1 — 2 sin2 ^ -2 [ sin2 ^ — sin ^ ^2 2 2

= “2((sini”0 ”l) ="2 (sinl4)
( 7 Л2

так как —2 I sin — — -

J ^ О для V7.

г) Теперь можно выстроить логическую цепочку:
_

Л
а (3 а — (3

cos а + cos (3 + cos 7 = 2 cos — cos — b cos 7 ^

7 7 ( 7 1\ 3 3
^2sin-+cos- = -2 (sin- - -

J +7; ^ 2
для Vx’

3
т.e. cosa + cos(3 + cos7 ^ -, что и требовалось

доказать.

a (3 7 1
2) sin —-sin —-sin—^где a, /3, 7

—

углы треугольника.
2 2 2 8

ч т
. a . /3 . 7

а) L = sin — • sm — • sm — =

'

2 2 2

a — (3 a + f3
cos — cos —-—

. 7
• sm — =

2

a — (3 .7 a + /3 .7
cos sm cos sm —

2 2 2 2

.
a — /3 + 7 .

—a -b /3 + 7
sm b sm

.
a + /3 -b 7 .

a + /3 — 7
sm b sm
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б) а + (3 + 7 = 180° по условию, поэтому

а - (3 + 7 = 180° - 2(3;
—а + (3 + 7 = 180° — 2а;
а + (3 — 7 = 180° — 27.

Отсюда следует, что

.
а -/? + 7 .

180° — 2/3 . 0

sin
- = sm —:— = sin(90 — (3) = cos/?;
z z

.
—а + /3 + 7 .

180° — 2a
. ( 0 ^

sm = sm = sin(90 — a) = cosa;
z z

.
a + j3 — 7 .

180° — 27 .

sin = sin = sin(90 — 7) = cos 7;
z z

.
a + (3 + 7 .

180°
. 0

sm — sm = sm 90 = 1.

в) Тогда L = - (cos a + cos (3 + cos 7
— 1),

3
но cosa + cos(3 + cos7 ^

- (см. выше, пример 1).
Zt

Значит cos a + cos (3 + cos 7
— 1 ^ ^.

Домножаем на

^ (cosa + cos(3 + cos7
— 1) ^4 8

j
.a /3.7

т. e. L = sm — • cos — • sm — =

2 2 2

= i (cos a + cos (3 + cos 7
— 1) < i

4 8

r>
.
X

. P . J 1
Отсюда следует, что sm - • sm - • sm — ^ -, если

a, /3 и 7
—

углы треугольника, что и требовалось
доказать.
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(а —

угол в ради-3) sin о: < а < tga, если a G [ 0; —

анах).

Для доказательства

используем геометрические

соображения. Рассмотрим окружность

R и треугольник АОАВ, где

ZBOA = a (СМ JL АВ).

Очевидно, ЧТО S/SOAC < 5 сект. ОАС < S&OAB-

S&oac = )^OA2 ■ sina = ^i?2'Sina; 5сеКт. ОАС = \r2 а!

Saoab = ^ • ОА ■ АВ = ^ОА ■ ОА • tga = ]^R2 ■ tga.

Тогда ^R2 • sina < ^i?2 • a < ^i?2 • tga.
Z z z

Отсюда sina < a < tga при a G ^0; ,
что и требо¬

валось доказать.

4) a— <sina, если aG ^0; ^ (a — угол в радианах).

/ o4
a а

Так как a < tga (см. пример 3), то — < tg —.

ol ol о a a Ol

Домножим на cos2 —: — • cos — < sin — • cos —;
z z z z z

(.
9 a\ .

a a ( . 9 a\
1 — sin — 1 < 2sm — -cos —; a I 1 — sm —

J < sma.

.
,

4
.
a a

Так как sma < a (см. пример 3), то sm— < —;

2 2
. 9 a a .9a a

Тогда sin — < —, значит — sin — > —;
2 4’ 24’

1 • 2 ^ 1

1 — sin — > 1
a"
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( а\ а3
Домиожим на а > 0: all — sin2 — J > a ——.

Учитывая, что a ^1 — sin2 ^ < sina < а, получим

a3
.

a —— < sma < a, что и требовалось доказать.

Примечание. Это двойное неравенство можно

использовать для приближенного вычисления sina с

любой степенью точности, так как a —

радианное

измерение угла.

3. Определите периодичность функций и основной период:

1

1) у =
2 + cos Зх

D(f) = (—оо;оо) —

симметричное множество.

Рассмотрим

f(x + т) f(x) -
2 + cos 3^ж + 2 + cos Зх

_

2 + cos Зх — 2 — cos 3(х + Т)

(2 + cos 3(х + Г)) (2 + cos Зх)

_

cos3x —cos3(х + Т)
_

(2 + cos 3(х + Т)) (2 + cos Зх)
г>

• Зж+ЗТ—Зж • Зж+ЗТ+Зж
2 Sin

2
* sin

2

(2 + cos 3(ж + Т)) (2 + cos Зх)

2 sin Щ- ■ sin (зх + ^г)
(2 + cos 3(х + Т)) (2 + cos За;)

„ . ЗГ
n m

2пк
При sm — = 0 Т =

—,

2тг/с
т. е. если Т = —— при keZ и к ф 0, то f(x+T) = /(х),

о

1
™

2тг
значит у

= периодическая, и То =

2 -h cos Зх 3
основной период.
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sin 2х
2) У =

1
■ • 2

•

1 + sm х

D(f) = (—схэ; оо) — симметричное множество,

sin 2х 2 sin х • cos ж

/(*)
1 + sin2 ж 2 sin2 х + cos2 х

функцию fl(x) = J~2
—

— сложная функция

7Г

а) Пусть х ф — + тгп (симметричное множество). То-

гда рассмотрим определенную на этом множестве

2 tgx

2 tg2 х + 1

от tgx.

tgx — периодическая функция с основным

периодом То = 7Г. По свойству 5 из этого следует, что и

fi(x) —

периодическая функция.

sin 2х
б) Вернемся к /(х) = к—.

1 + sin х

ТГ

При х = — + тгк /(х) равна нулю;
Z

7Г

ири х ф - + тгк f(x) = fi(x).

sin 2х
Таким образом, у —

—

периодическая
1 + sin х

функция с основным периодом То = 7г на (—оо;оо).

в) Можно доказать, что Tq — тг
— основной периодю

sin 2х 2 sin 2х
Для этого преобразуем у — «— —

т; —•^
1 + sin х 3 — cos 2х

2sin2(xH-T) 2sin2x .

Из ;
— = после преооразова-

3 — cos2(x + Т) 3 — cos 2х

ний следует Т = тгк, и — тг.

3) у — cosx • cos (л/2х) .

Так как у = cosx
—

периодическая (Tq — 2тг) и

у = cos у/2х — периодическая (То = у/2тг), и их

периоды несоизмеримы, то по свойству 6 их произведение

есть непериодическая функция.
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4) у = Зх + sin2x.

Можно доказать, что

у = Зх + sin2х | (у' = 3 + 2cos2х > 0), тогда по

свойству 3 функция периодической не является.

5) у — sin 2х • sin Зх • cos Ъх.

У — \ [cosx — cos 5x1 • cos5x = ^ cosx • cos5x — \ cos2 5x =
u

2
L J

2 2

=
т cos бх + т cos 4x — - — - cos lOx.
4 4 4 4

2тг
Так как для Acos(ax + b) + В основной период Tq = -j—г,

|а|
то:

/т \ ТГ

yi = cos 6х — периодическая, (То)1 = —;
о

У2 = cos4x — периодическая, (То)2 =

уз = cos 10х — периодическая, (То)3
7Г

5‘

Очевидно, что наименьшим общим кратным этих

основных периодов является число 7Г, следовательно, в

СИЛУ СВОЙСТВа 6 ДЛЯ ИСХОДНОЙ фуНКЦИИ То = 7Г.

1 — cos4x
, .

Ь) у =
——— (sinx + cosx) -f 1.
2 sm 2x

D(f) : sin2x ф 0; x ф {§*} —

симметричное

множество ( к G Z).
2 sin2 2x

.
о

Л
• 2

у = ——;— sm x — 2 sm x • cos x — cos x + 1 =
2 sm 2x

sin2x — 1 — sin2x + 1 = 0 на D(f).
1 ~ COS4X

, . ч
о . 7Г

Итак, у — ——— (sinx + cosx) + 1 при x Ф —k
2 sm 2x 2

постоянная, и /(x + Г) = /(x) = 0.
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Поэтому функция — периодическая с периодом, кото-

7Г

рый находится только из условия на D(f) — Т = —к,
m

7Г
2

и основной период То = —.

х х

> 2 . 0tg о

7) у — 3 1 +2 л.
X

^Sin ТГ

а) Рассмотрим ?/i — 3 2
. Это сложная функция.

х

По свойству 5, учитывая периодичность t = sin—,
Z

заключаем, что г/i
—

периодическая функция.

Так как показательная функция у\ =Зг —

строго

монотонная, то каждое свое значение она прини-
х

мает только один раз. Значит, функция у\ = sin —
А

имеет основной период, совпадающий с основным

X
периодом t = sin —.

z

Основной период функций вида у = A sin(ах+6)+В
( i\

27Г

(см. пример 1) равен —.
а

X 27Г

Значит, для t = sin — Т\ = — = 47г.
Z

2

б) Аналогично рассуждая, получим, что функция
7Г

У2 = 2 Л —

периодическая с основным периодом

Т2 = 37Г (для функций вида у = Atg(ax + b) + В
7Г

основной период равен
— — см. примечание к при-

мерУ !)•

в) По свойству 6 у = 3sm 2
+ 2tg ^ —

периодическая.

Основной период ее равен То = Н.О.К. (Ti;T2).
Таким образом, То = Н.О.К. (47т; 37г) = 1127г 1.

sin 9х

sin Зх
’

а) Пусть у\ = sin9х. Очевидно, что это периодическая
9.7Г

функция, основной период которой равен Т\ =
9
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2тг
б) Пусть у2 = sin3x. Тогда Т2 = —.

Т\ 1
в) Так как — = — (рациональное число), значит ос-

Т2 3

новные периоды у\ и у2 соизмеримы.

По свойству 6 исходная функция — периодическая.

ч
_ sin 9х

г) Для нахождения основного периода у
= ——— ис-

sin Зх

пользуем формулу тройного аргумента:

sin За = 3 sin а — 4 sin3 а.

sin 9х 3 sin За; — 4 sin3 Зх
п л . о п

У = „
= — = 3 - 4sm Зх.

sin Зх sin Зх

7Г .

з'
7Г

При sin Зх ^ 0; х ф —к\к ЕЪ у = 3 — 4 sin2 Зх

периодическая.
о 1 — cos 6х

у = 3 — 4 sin Зх = 3 — 4 = 1 + 2 cos 6х.
/л

Получили функцию вида у = Acos(ax + b) + В.

0
27Г 7Г

Значит, То = — =

6

9) у — sin2 (cos 2х);

а) t = cos 2х — периодическая с основным периодом
2тг

Т\ = — = 7г. По свойству 5 сложная функция

у = sin(cos 2х) — периодическая.

.9 1 — cos 21
б) у = sm t = .

Для у = sin t основной период Тг = 27г.

2п
Для у = cos 21 основной период Тз = — = 7г.

Значит, для у = sin21 основной период в два раза

меньше, чем для у = sin t.

в) у — sin(cos2x) —

периодическая.

t = cos 2х имеет основной период Т\ = 7Г, тогда

?/ = sin(cos2(x4-7r)) =sin(cos(2x+27r)) =sin(cos2x).
Таким образом, Т\ = 7г — основной период и для

функции у = sin(cos2x).
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г) Так как для у
= sin2 (cos 2х) основной период в два

раза меньше основного периода у = sin(cos2x), то

10) у = \ZsInz • sin V®.

а) у\ = x/sino: — периодическая по свойству 5.

б) у2 — sin д/ж — не периодическая, так как t = у/х —

промежуточная не периодическая функция.
Значит, свойство 5 не выполняется.

Можно использовать для доказательства неперио-

дичности идеи примера 2 со страницы 264.

в) Значит, условия свойства 6 для у = у/sinx • sin у/х
не выполняются, и у = л/sin х • sin у/х — не

периодическая функция.

4. Периодическая функция у = f(x) определена для всех

действительных чисел. Ее период равен 8. График
функции на отрезке [—3; 5] изображен на рисунке. Найдите

Л-10). Л-4)
значение выражения

—

.

/(28)
ЛУ

/(-10) -/(-4) /(-2)-/(4)
ш

/(28) /(4)



Обратные
тригонометрические
функции и их графики

Напомним некоторые теоретические положения.

Пусть f(x) строго монотонная. Тогда каждое свое значение

она принимает только один раз.

Обозначим А = D(f) (область определения функции /(х)),
В = E(f) (область значений функции f(x)).
Для такой функции каждому значению из В можно

сопоставить вполне определенное значение из А, т. е. установить

функциональное соответствие между В и А, обратное
функциональному соответствию /.
Итак, чтобы найти функцию, обратную монотонной функции

у = /(х), нужно поменять местами буквы х и у, написав

х = f(у) и найдя из полученного равенства у как из

уравнения. Это и определит обратную функцию у = д{х).
Свойства обратных функций

Если у = f(x) —

строго монотонная и у = д(х) — обратная
ей функция, то они имеют следующие свойства.

1. Функция у = д(х) — также строго монотонная, причем

характер монотонности сохраняется (если у — f(x) | ,
то

У = 9(х) Т ; если у = f(x) | , то у = д(х) |).

2. При переходе от функции у = f(x) к обратной ей функции
У — 9(х) области их определения и области их значений

меняются местами, т. е. D(f) = Е(д) и E(f) = D(g).
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3. Графики взаимно-обратных функций симметричны

относительно биссектрисы первого и третьего координатных

углов
— прямой у = х.

4. Для любого х G D(f)
(принадлежащего
области определения у = /(х))
справедливо соотношение

д (/(х)) = х; и

наоборот, для любого х G D(g)
справедливо соотношение

f(g(x)) = х.

Арксинус

Рассмотрим функцию у = sinx.

D(f) = (—оо; оо), на своей

области определения она является

кусочно-монотонной, но не

монотонной, а значит обратное
соответствие у

= Arcsin х функцией
не является.

7Г 7Г

~2] 2

отрезке у = sinx строго

монотонно возрастает и

пробегает все значения из области

значений синуса ([—1; 1]) только

один раз, значит, для функции
Г 7Г 7Г

у = sinx на отрезке
—

—;
—

существует обратная, которая

обозначается у = arcsin х, график
которой симметричен графику

функции у = sinx на отрезке

мой у = х.

Пусть х G На этом
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Учитывая свойство

взаимнообратных функций, имеем

sin(arcsinx) = х;
— 1 ^ ж ^ 1;

.
/

. ч
ТГ 7Г

arcsin(sin?/) = у;
— — ^ у ^

Итак, подведем итоги:

1.у = arcsin х

непрерывна и ограничена

(в силу

непрерывности и ограниченности
7Г 7Г

= sin х на

у=arcsmx

/ y = sinx

2’ 2
)•

3. Е{arcsin ж) =
7Г 7Г

т. е. — — ^ у ^ .

2 2

2. Z}(arcsina;) = [—1; 1], т.е. — 1 ^ х ^ 1.

7Г 7Г

2’2

4- у = arcsin ж является нечетной функцией: D(arcsina;) —

симметричное множество, и arcsin(—х) = — arcsine.

5. arcsin о: > 0 при 0 < х ^ 1;
arcsin х = 0 при х = 0;
arcsin х < 0 при

— 1 < х < 0.

6. Функция у = arcsin# является строго возрастающей,

т. е. из 1 ^ х\ ^ X2 ^ — 1 следует arcsin х\ ^ arcsin х2

7Г 7Г

(в силу строгой монотонности у
= sin ж на

7- 2/наиб — У(Х) =
2

^ ^наим = 2/(—1) = —

2*-

2’ 2
)•

8. arcsin
. х\ + Х2 arcsin ж 1 + arcsin Х2

> при 0 > Х\ > Х2 > — 1

(выпуклость вверх);

arcsin
х\ + Х2 arcsin x\ + arcsin Х2

При 1 > Х\ > Х2 > О

(выпуклость вниз).
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Арккосинус

Рассмотрим функцию у = cosx.

D(f) = (—00; 00), на своей об¬

ласти определения она является

кусочно-монотонной, но не

монотонной, а значит обратное
соответствие у

= Arccos х функцией не

является.

Пусть х G [0; тг]. На этом отрезке

у = cosx строго монотонно

убывает и пробегает все значения из

области значений косинуса ([—1; 1])
только один раз, значит, для

функции у
= cos х на отрезке [0; тг]

существует обратная, которая

обозначается у = arccos ж, график
которой симметричен графику функции
у = cosx на отрезке [0;7г]
относительно прямой у = х.

Учитывая свойство

взаимно-обратных функций, имеем

cos(arccosrr) = х\
— 1 ^ х ^ 1;

arccos(cosy) = у\ 0 ^ у ^ тг.

Итак, подведем итоги:

1. у = arccos х непрерывна и ограничена (в силу

непрерывности и ограниченности у = cosx на [0;7г]).

2. D(arccosx) = [—1; 1], т.е. — 1 ^ х ^ 1.

3. £'(arccosx) = [0; тг], т. е. 0 ^ у ^ тг.

4. у = arccos гг — функция общего вида в смысле четности,

но ее график является централыю-симетричным

относительно точки ( 0; ), т. е. ^ — arccos ж = arccos(—х) —
V Z J Z* Z

значит arccos(—х) = тг — arccos х.
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5. arccos х > 0 при
— 1 ^ х < 1;

arccos а; = 0 при х = 1.

6. Функция у = arccos х является строго убывающей,
т. е. из 1 ^ х\ > Х2 ^ — 1 следует arccos хi < arccos #2

(в силу строгой монотонности у = cos ж на [0;7г]).

7. г/наиб = 2/(—!) = тг; Унаим = 2/(1) = 0.

х\ + Х2 arccos хл+ arccos хо
8. arccos <

2 2

(выпуклость вниз);
х\ + Х2 arccos х\ + arccos Х2

arccos <

при 0 > Х\ > Х2 > -1

при 1 > Х\ > Х2 > О

(выпуклость вверх).
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Арктангенс

Рассмотрим функцию у = tga;.
7Г

D(f): х / — +7г/с, т. е. на своей области определения она явля-
Z

ется кусочно-монотонной, но не монотонной, а значит обратное
соответствие у

= Arctg х функцией не является.

Пусть х Е ^ . На этом отрезке у = tgx строго моно¬

тонно возрастает и пробегает все значения из области значе-
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ний тангенса (—оо; оо) только один раз, значит, для функции
7Г 7Г

= tgx па —; —J существует обратная, которая

обозначается у = arctg ж, график которой симметричен графику функ-
7Г 7ГN

ции у — tgx на отрезке [
—

7^5 ] относительно прямой у
= х.

Учитывая свойство взаимно-обратных функций, имеем

tg(arctgx) = х; —оо < х < оо;

arctg(tgу) = у;
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Итак, подведем итоги:

1. у = arctg ж непрерывна и ограничена (в силу непрерывно-

( ^ п\\
сти у = tgx на I - 1).

2. D(arctg ж) = (—оо; оо).

3. Е{arctg ж) = •

4. у — arctg ж — нечетная функция, так как D(arctgx) —

симметричное множество, и arctg(—х) = — arctg ж.

5. arctg ж > 0 при ж > 0;

arctg ж = 0 при ж — 0;

arctg ж < 0 при ж < 0.

6. Функция у = arctg ж является строго возрастающей,

т. е. из х\ > Ж2 следует arctg х\ > arctg Ж2

. ( 7Г 7rV
(в силу строгой монотонности у = tgx на I — —;

— 1

7. Наибольшего и наименьшего значения нет.

Ж1+Ж2 arctg Ж1 + arctg ж2
8. arctg < при 0 > жх > Ж2 > —оо

(выпуклость вниз);

х\ + Ж2 arcl

arctg <

(выпуклость вверх).

xi + Ж2 arctg жх + arctg Ж2
arctg < при оо > х\ > Ж2 > 0
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Арккотангенс

Рассмотрим функцию у = ctg ж.

D(f) : ж ф nk, т. е. на своей области определения она

является кусочно-монотонной, но не монотонной, а значит обратное
соответствие у

= Arcctg ж функцией не является.

Пусть ж £ (0;7г). На этом отрезке у = ctg ж строго

монотонно убывает и пробегает все значения из области

значений котангенса (—оо; оо) только один раз, значит, для функ-
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ции у = ctg ж на (0;7г) существует обратная, которая

обозначается у = arcctg х, график которой симметричен графику
функции у = ctg ж на отрезке (0; 7г) относительно прямой

у = х.

Учитывая свойство взаимно-обратных функций, имеем

ctg(arcctgx) = ж; —оо < х < оо;

arcctg(ctg у) = у; 0 <у <тг.
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Итак, подведем итоги:

1. у = arcctg х непрерывна и ограничена (в силу

непрерывности у = ctgx на (0;7г)).

2. D(arcctgx) = (—оо; оо).

3. £?(arcctgx) = (0; 7г).

4. у = arcctg х — функция общего вида в смысле четности,

но ее график центрально-симметричен относительно точки

Л
7г\ 7Г , ч 7Г

0; - I ,
т. е.

- - arcctg х = arcctg(-x) - -.

Значит arcctg(—х) = 7г — arcctg х.

5. arcctgх >0 Vx G (—оо;оо).

6. Функция у = arcctg х является строго убывающей,

т. е. из х\ > Х2 следует arcctg х\ < arcctg х2

(в силу строгой монотонности у — ctgx на (0;7г)).

7. Наибольшего и наименьшего значения нет.

XI +х2 arcctg xi + arcctg х2 „

8. arcctg < при 0 > xi > Х2 > -оо

(выпуклость вверх);

х\ + Х2 arc
arcctg < —

(выпуклость вниз).

xi + Х2 arcctg xi + arcctg Х2
arcctg < при оо > xi > х2 > 0
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Практикум 12

Установите D(y):

. у/arcsin х
1) У =

2)У =

3) У =

4) у =

5) у =

6) у =

log2 (1 - За:)’

tgx — 1

arccos(х — 1)
’

л/9 — х2

arcsin(x — 1)
’

log 1 (4 - х2)
2

arcctg х — j

ctg 2x
• log3(6 + x — x2)

arctg(2x2 — 3x + 1)

arccos yfx
i/arcctg x'
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Решение практикума 12

Установите D(y):

ч у/arcsin х
1) У =

1

log2 (1 - Зх)

7Г

0 ^ arcsin х ^ —

Z

-1 < X < 1

1 — Зх > О

1 - Зх ф 1

D{y)= (0;-

tgx — 1

arccos(x — 1)

7Г

х / — + 7г/с; k Е Z
jU

— 1 ^ х — 1 ^ 1

^ arccos(x
— 1) ф 0

0

D(») =

7Г

X ф — + пк

0 ^ х ^ 2

k х-1^1

л:

7Г

3) у =
л/9~

arcsin(x — 1)

-1 < х - 1 ^ 1

arcsin(x — 1) ф 0 =

9 — х2 ^ 0

-*///////////,

i?(y) = [0;l)U(l;2].

О ^ х < 2

х — 1 ф О

(3 — х)(3 + х) ^ О

х
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log 1 (4 — х2)
4) У — •

' U
, 7Г

arcctg # — 4

( 4 — х2 > О

j arcctg ж ~ф- ~

Z)(j/) = (-2;l)U(l;2).

—2 < х < 2f-2<

\хф1

5) у =
ctg 2х ■ log3 (6 + х — х2)
arctg(2x2 — Зж + 1)

г -2,

6 + х — х2 > О

2х ф тгк

2х2 - Зх + 1 ф О

У//У/Ш/АяЖ77?Ъ.

X

X

X

D(y)= (-2;-^) и (-|;°) U (°;|) и (i;l |U

6) у =
arccos у/х
^/arcctg х

’

Г -1 ^ < 1
.

fO^x^l

[ arcctg ж > 0
’

\ V# (arcctg# G (07г))
’

ад = [0;1].
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arccos(—ж) = 7г — arccos ж

Свойства агс-функций
и некоторые соотношения между ними

ДО
до
©
CD

ДО

arcsin(—х) = — arcsin х

arctg(—х)
—

— arctg х

arcctg(—х) = 7г — arcctg х

arcsin х + arccos х =
7Г

arctg х + arcctg х —
7Г

arcsinin ж = |
arccos л/1 — ж2, 0 ^ ж ^ 1
— arccos уГПР, —1 ^ ж ^ 0

arccos ж =
arcsin л/1 — ж2, 0^0
7г — arcsin л/1 — х2, — 1 ^ ж ^ О

arcsin ж =

arcctg

arcctg

л/1 — ж2

ж

л/1 — ж2

ж

О < ж ^ 1

■

7Г, —1 ^ Ж < О

arctg
7ГТ

arccos ж =
ж

7г + arctg
у/1 X*

-1 ^ ж < О
ж

arctg ж = <

1
arccos

л/1 4- ж2
’

arccos , ,
ж ^ О

VTT

arcctg ж = <

1
arcsm

л/1 + ж2
5

7Г
— arcsm , ,

ж ^ О
vTT

arcctg —, ж > О

arctg ж — ^ ^
arcctg 7г, ж < О

ж

до

®

CD

(X)

GSD

Ш>

CSD

СШ
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Тригонометрические функции от агс-функций

Формулы D(y)
sin(arcsin х) = х -1 < ж < 1

sin(arccosx) = л/1 — х2 -1 < ж < 1

sinfarctg х) —оо < ж < оо

sin(arcctgx)- _!
v 1 + X2

—оо < ж < оо

cos(arccosx) = x -1 < ж < 1

cos(arcsin x) = л/l — x2 -1 < ж < 1

cos(arctgx)- J:
V 1 + X2

—оо < ж < оо

cos(arcctgx) =
X

vl + x2
—оо < ж < оо

tg(arctgx) = x —оо < ж < оо

tg(arcctgx) = —

X
Уж 7^ 0

tg(arcsinx) = —j—
v 1 — X2

— 1 < ж < 1

tg(arccosx) = ———
X

—1 ^ ж < 0;
0 < ж ^ 1

ctg(arcctgx) = x —оо < ж < оо

ctg(arctgx) = -

X
\/ж ф 0

ctg(arcsinx) = ———
X

— 1 ^ ж < 0;
0 < ж < 1

ctg(arccosx) =
X

v 1 — X2
— 1 < ж < 1 в

в

§§§§§00
0

000000
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Практикум 13

1. Вычислите:

1) sin ^arccos ^ ;

2) sin (arctg 2);

3) cos ^2 arcsin ^ ;

4) cos (2 arctg 2);

5) sin ^2 arctg ^ + cos (arctg 2\/2) ;

^ ( 3
.

12\
6) tg I arccos - + arcsin — 1 ;

2. Решите уравнения:

1) sin (arcsin(2x2 + 3x)) = 2x + 3;

2) cos(arcsinx) = \x\.
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Решение практикума 13

1. Вычислите:

1) sin ^arccos = \/l— ( z: I =

2) sin (arctg 2) =

Vl + &
2л/5

(см. табл. на стр. 301)

(см. табл. на стр. 301)

3) cos ^2 arcsin -J
=

] cos 2a = 1 — 2 sin2 a j

= 1 — 2 sin2 ^arcsin ^ = 1 — 2 ■

4) cos (2 arctg 2) =

1 1 — tg2 a i

• cos 2a —

5—
i raj

i 1 + tg2 a i
***

17

25

1 — tg2 (arctg 2) 1 — 22

1 + tg2 (arctg 2) 1 + 22

5) sin ^2 arctg ^ + cos (arctg 2\/2) =

sin 2a ■

_

2tg a

1 4^tg2_a^ _

1

±v/l + tg2a
©

7Г 7Г

Так как — — < arctg x < —, to cos(arctgx) > 0.

2-

+

2 tg (arctg
1 + tg2 (arctg J) yj\ + (2лД)2 1 + I

(см. табл. на стр. 301)

l

5
+- =

3

28
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6) tg I arccos - + arcsin — j . | tg(c* + /3) =
tga + tg/J ]

g-ь

Обозначим a = arccos -; в — arcsin —,
5

M
13’

тогда (см. табл. на стр. 301)

з

5 5

( •
12

tg I arcsm —

12

13

2 A 5
’

13

2. Решите уравнения: r i 2

1) sin (arcsin(2x2 + 3x)) = 2x4-3. D(У) : | ^ +

2x2 + Зх = 2x + 3; (x — l)(2x + 3) = 0, значит

x = 1 ^ D(Y), так как |2 • l2 -1- 3 • 1| ^ 1 — ложь

x = —1,5 G D(y)
x = —1,5 G D(y), так как

Ответ: x = —1,5.

2) cos(arcsinx) = |x|;
D(У) : — 1 ^ x ^ 1; (см. табл. на стр. 301)

|2 • (—1>5)2 + 3 • (—1,5)| = 0^1
|2-(-1,5) + 3| = 0< 1

истина.
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Практикум 14

Решите уравнения:

1) 2 arcsin х + 3 arccos х = 7г;

2) 2 arcsinх = arcsin \/l — ж2;

v 1 2тг
3) arccos , + 2 arcctg ж = —;

Vl + ж2 3

,\ ^
1 7Г

4) arcctg х — 2 arccos .—

= —;
у\ + х2 3

г\ . г»
27Г

5) arcsm х + arcsm 2х = —;
и

6) arcsin ж = 2 arcsin (ху/3) ;

7) arctg(a; — 1) + arctg х + arctg(x + 1) = arctg Зх;

1 7Г

8) arccos — = — (l — х4) ;
xz 2 v 7

9) arccos ж + arccos 2x = arccos (3x — 1).
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Решение практикума 14

Решите уравнения:

1) 2 arcsin # + 3 arccos х = 7г.

гг. • п

Так как arcsm х + arccos х = —,

то 2(arcsin# + arccosх) + arccos# = 7г; 7г + arccos# = 7г;

отсюда arccos# = 0 => # = 1.

Ответ: # = 1.

2) 2 arcsin# = arcsin л/l — #2.

© а) 0 ^ ^ 1 =Ф- arcsin y/l — #2 = arccos#;

л ^
7Г

2arcsin# — arccos# = 0, но arcsin# + arccos# = —.

Z

тг 1
Решая как систему, получим arcsin# = —, т. е. # = -.

О Z

б) —1 ^ # ^ 0 => arcsin у/1 — х2 = 7г arccos #;

2 arcsm # + arccos # = 7г, но arcsin # + arccos # = —.

. 7Г

Решая как систему, получим arcsm # = —,
Z

т.е. # = 1 ^ [—1;0].

Ответ: # = ^
2

1
о

27Г
3) arccos -f- 2 arcctg # = —.

vl-f#2 3

—. ч
1

щ) a) # ^ 0 => arccos - = arctg#;
v 1 ~h #

27Г 7Г

arctg# + 2arcctg# = —, но arctg# + arcctg# = —.

о /

Решая как систему, получим arcctg# = —, т. е. # = \/3-
6
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б) х < 0 => arccos = — arctg ж; (jgty
v 1 + х2

2тГ ТГ
— arctg ж + 2 arcctg х = —, но arctg я -f arcctg ж = —,

о Z

тогда, решая как систему, получим

7тг 77Г
,

/
.

arcctg ж = —, т. е. х = ctg — 0 (-оо; 0).

Ответ: ж = \/3.

4) arcctg х — 2 arccos
7Г

\/ГТ~

а) х ^ 0 => arcctg ж = arcsin —=JL=; ©
v 1 + ж2

(см. табл. на стр. 300)
1 1 ТГ

arcsm .

— 2 arccos =
—, но

ViTx2 v/TT^2 з’

1 1 7Г

arcsm —; + arccos ■■ ■

>_ _-
=

—,

л/Г+ж2 VTTH? 2’

тогда, решая как систему, получим
1 7Г 1 7Г

arccos ,

=
—, значит —== = cos —.

VT+X* 18’ VTTx2 18

Тогда
ТТх*

= cos2 ^й=1 + х2;

1 2 тг
COS -j о 7Г л

tg2 — X ;

cos2^ 18

7Г

I = ,gi8
I = - tg <f. [0; +oo)

6) x < 0, тогда arcctg a; = тг — arcsin
^

o ; (jj£
VI + x2

(см. табл. на стр. 300)
1 1 тг

тг — arcsm — — 2 arccos - = —

VTTx* VTTx* з’
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но arcsin

VT+
+ arccos

1 7Г

значит 7Г — arccos

1

л/1 + х2 2
’

1 57Г

arccos

л/1 + х2 6

7Г 1 л/3

л/l + ж2 6
’

л/Т-Гх2 2 1 + х2

Ответ:

Л _ ~2 _ i.
3’ 3’

Л/З 7Г
'

3
’ g18

X = (—оо; 0)

х = —
v/3

5) arcsin х + arcsin 2x =
2n

.
2n

arcsin 2x = —— arcsin x, тогда
и

• „ Ч . /2тг
sin(arcsin 2х) = sm I —— arcsm ж

.
2n

.
2тг

.
,

.
.

2х = sm — • cos (arcsm x) — cos — • sm(arcsin x).
О О

Так как arcsin х G

7Г 7Г

2’ 2
,
то cos(arcsinx) ^ 0,

тогда cos(arcsinж) = л/l — ж2.

Уравнение примет вид 2х = ^-y/l — ж2 -f -х;
Z Z

Зж = л/З • y/l — х2 <=>
ж ^ 0

9ж2 = 3 — Зх

1

1
2 »

Проверка подтверждает, что х = - —

корень уравнения.

Ответ: х = -.

2
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6) arcsin х — 2 arcsin (х\/3) .

sin(arcsinx) = sin (2 arcsin(x\/3)) (см. табл. на стр. 301);

так как cos (arcsin(х\/3)) = л/1 — Зх2 и

sin (2 arcsin (х\/3)) = 2 sin (arcsin (хл/З)) - cos (arcsin(хх/З)),

то х = 2 • хл/З • л/1 - Зж2;
х = 0

2V3 - 9ж2 = 1
’

х = 0

4(3 - 9х2) = 1
5

х = 0

х2 =
11

36

х = 0

х =
Vn
6

Vn
6

Проверим:

а) х = 0; arcsin 0 = 2arcsin(0 • у/З); 0 = 0 — истина.

Vn . Vn
п

. V33
б) х = arcsm -- --- = 2arcsm

Vn V2 11 1
так как —— < —— (—<-), то

6 2 v36 2

.Vn . л/2 тг

arcsm —— < arcsm = — (у = arcsmx j ).

_

„
л/ЗЗ л/2 ,33 1

С другой стороны, -g-
> — (— > -), тогда

.л/ЗЗ . л/2 тг

arcsm —> arcsin— = —.

. л/ЗЗ тг

2 arcsm —— > —

о z

л/ГТ 7Г

arcsm —— < —

6 2

Таким образом, получим <

Vn

значит

уравнение при х

6
решения не имеет.
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. Vn .( Жв) х = —; arcsin I — 2 arcsin
л/зз'

. ч/П
„

. ч/ЗЗ
тогда

— arcsin —— = —2 arcsin
6 6

. Vn . ч/ЗЗ
т. е. arcsm = 2 arcsm , но

мы уже доказали, что

6 б
это ложь.

Ответ: х = 0.

7) arctg(x — 1) + arctg х + arctg(x + 1) = arctg Зх.

arctg(x — 1) + arctg(x + 1) = arctg Зх — arctg x;

tg(arctg(x — 1) + arctg(x + 1)) = tg(arctg3x — arctg x);

' tg(a + (3) ■

tga + tg/3
1 - tga • tgP

cos(a + /3) ф 0

при < cos а ф 0

tg a
— tg (3

Jtg(a
~ /3) = ■■■■-

ПРИ

cos f3 Ф 0

cos(a — /3) ф 0

cos a/0
cos РФ 0

1 + tga
• tg/?

tg (arctg(x - 1)) + tg (arctg(x + 1))
1 - tg (arctg(x - 1)) • tg (arctg(x + 1))

_

tg (arctg 3x)
— tg (arctg x)

1 + tg (arctg 3x) • tg (arctg x)
’

x
— 1 + x + l 3x — x

CD

1 — (x — l)(x + 1) 1 + 3x • x’

2x 2x

x
2 1 + 3x2

’

x = 0

1

*=2
X

Проведя проверку, убеждаемся, что

1 1
X = 0, X = —х —

— —

корни.

Ответ:В;0’5}-



Решение практикума 14 311

1 7Г

8) arccos —£
= — (l — хА) .

х*

О ^ ^ (1 - ХА) ^ 7Г

Проверка показывает, что х = —1 и х = 1 — корни

уравнения.

Ответ: {—1; 1}.

9) arccos х + arccos 2х = arccos(3x — 1).

D(У):

cos(arccoso; + arccos 2x) = cos(arccos3x — 1);

cos(arccos^) • cos(arccos 2x) — sin(arccosrr) • sin(arccos 2x) =

= Зх — 1;

x • 2x — \/l — я2 • л/l — 4x2 = Зх — 1;
2x2 - 3x + 1 ^ 0

'

|ж| ^ 1

'

-1 < X < 1

1 1
, 1

1
s ж ^ « ; 0; \11

2
2

2

J3®- 1| < 1 0 ^ х ^ -

<

условие равносильности.

0;i'

2x2—Зх+1 = у/(1—x2) (1—■Ax2)

Ho D(y) = 0; ^ ,
значит корни должны G

(ж — 1)2(2ж — l)2 = (1 — х2)(1 — 4ж2);
(ж — 1)(2х — 1)(2х2 — Зх + 1 — 2х2 — Зх — 1) = 0;

х = 1& В(У)

(х — 1)(2ж — 1) • 6х = 0;

Ответ: < 0

Х =

2

х = 0
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Тренировочная работа 17

Вычислите:
'

1 1
1) \/6cos ( - arcsin -

Z о

1
2) tg ( 2 arccos - ) ;

3) sin ( 2 arcsin

4)
7Г

arcsm — - + arccos I ——

5) tg
1 3

n (I
- arccos - — 2 arcctg

— -

2 5 V 2

^
1 Л 1 7

6) -12 arctg
- + arctg

—

/11тг 1 2\ /Итг
7) ctg ( -j-

+
j
arccos

5 ) + ct§ I-4-

8) cos(2 arctg7) — sin(4arctg3);

9) sin2 [arctg 3 — arctg(—0,5)];

1
„

1 11
10) arctg - + 2 arctg

- + arctg —;

11) cos ^2 arcsin—— sin ^4arccos

arccos

VwJ'

сл
|

to
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Решение тренировочной работы 17

Вычислите:

1) л/б cos ( ~ arcsin ^ j = \/б •

\
i + cos (arcsin

ч/б-
\

1 + Jl — sin2 (arcsin
= л/6-

\
1 + у/^1

= =N/6.

2-3

л/2 — 1

2-3 У2ТЗ
>/2-1

,
1

. .
1 / тг

cos [ - arcsm -

J > 0, так как arcsm - G I 0; —
.

Z о / о V Z

2 \ 2 tg (arccos \ )
2) tg ( 2 arccos - I = )-

z/ 1 — tg2 (arccos
2 J

1 \ sin farccos ^ у
1 cos2 (arccos 2)

tg f arccos - ) = ) J- = -1

j
\

z
/ cos f arccos 2) 2

/1 Г ^

= Vili = x = v3.

1\ 2-V3
tg 2 arccos - 1 = -y/3

V 1 - (V5)‘
( 1\ „

1 / _
ТГ

sin ^arccos
-

J > 0 arccos - G ^2
или tg ^2 arccos ^ j = tg -vs
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3) sin ^2arcsin ^
2 sin [ arcsin cos | arcsin - ) =

0,96

cos ( arcsin - ) ^ 0, так как arcsin x €

7Г 7Г

2’2

4)
7Г

. V2\m f V2
arcsin I —— I + arccos I ——

Так как arcsin(—m) = —arcsinm; arccos(—ra) = 7r—arccosm,

to arcsin

arccos

. \/2 7Г
= — arcsin —— = —

—;
2 4’

Значит,

\/2 7Г 37Г
7Г — arccos —- = 7Г 7

= —.

2 4 4

( y/T
— I + arccos I —

0,5

Примечание. Можно проще, если знать тождество

7Г

arccos х + arcsin х = —

при любом х Е [—1; 1].

5) tg
1 3

„
/ 1

- arccos - — 2 arcctg ( — -
Z О \ l

tt 3 3 7Г

Пусть arccos - = a; cosa = 0 < a < —;
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ч
а 1 — cos a sin а

a) tg - =
;

= — ;
2 sin а 1 + cos а

/ / 3\ 4
sina = Wl — (-1 =- (sina>0).

1 - -

Ct 5
Значит tg — = —-—

2 1

б) tg 2/3 =
2 tg/3

1 - tg2/?’

так как ctg/3 = — то tg/3 = —2.

Значит tg 2/3 =
2-(-2) 4

1 - (-2)2
“

3*

1
_

4

2 3

3-8

6v

,
a no\ tg -j

— tg 2/3

Ответ: tg
1 3 / 1
- arccos - — 2 arcctg I —-
Z O \ 2

2 3

1

2'

1

2’

6) — ( 2 arctg —|- arctg
7Г V

1

4

ч ^
1 1

а) Пусть arctg - = a; tga =

arctg 1= ft tg/J=^.
6) tg(2a + /3) =

tg 2a =

tg 2a + tg /3
1 — tg2a • tg/3’

2 tga

1 — tg2 a
’

Значит tg(2a + /3) =

tg 2a =

-or
15

П + 55 23-8 + 7-15 289

1 _8_ 1_
15

'

23
15-23-8-7 289

= 1.
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2а + (3 = — + 7Гк.

1 7 7Г

О < arctg
- < arctg — <

_ 37Г
^

7Г

тогда 0 < 2а + р < —, значит 2а + р = —.

1 Л 1 7 \ 1 тг 1
Следовательно,

— I 2 arctg - + arctg
— I = — • —

=

Ответ: — [ 2 arctg \ + arctg ]
= 0,25.

7г V 4 23 /

/11тг 1 2\ /11тг 1 2\
7) ct;g I ~ + - arccos - 1 + ctg I — - - arccos - I .

2 7Г 2
Пусть arccos - = a; 0 < a < —; cosa =

о z о

. flln a\ l-tg^f-tgf 1 + tgf
а) ctg ( -Г" + 9 ) = Hw

~ = ~'

V 4 2/ tgi^+tgf tgf-1

^ flln a\ 1 + tg^-tg-1"
б) ctg

V4 2) tgif-tgf

1-tgf tgf-1

-1-tgf tgf + 1

a 1 — cos a

tg^ =

2 sma

sina = л/l — cos2 a; sina =

a
1 2

5
_

3 л/21
tg2

= ”

л/21 7
*

2\2_ л/21
-

5
;



Решение тренировочной работы 17 317

/117Г а\ 1+ V7_ 7 + л/2Т
_

+
2У v|I _ х

“

V2T-7
~~

(7 + л/2Т)2
_

49 + 21 + 14ч/2Т
_

5 + л/21
~

28
~

28
“

2
'

/117Г а\
—

\/2l — 7
ctg (,т

"

2 J = =

71ГТ7
=

21 + 49 - 14л/2Т 5 - л/2Т
“

28
“

2
'

ч
/117Г а\ /117Г а

д) cte^ + 2j+ctH“r*2
5 + л/21 5 — V21

=

j 2
= '

Ответ:

/11тг 1 2\ /11тг 1 2\
ctg I — + - arccos -j+ctgl

— arccos - I = -5.

8) cos(2 arctg 7) - sin(4 arctg 3).

а) arctg7 = a; tga = 7;

arctg 3 =/3; tg/3 = 3.

1 — tg2 а „
1 — 72

_

48
_

24

б) cos2a-
l + tg2a>

cos2a
1 + 72 so 25'

в) sin 4/3 = 2 sin 2/3 • cos 2/3;
2 tg/3 „

2-3 3
“п2<3 = ГП?? sin2,J = TT^

=

5;
1 - tg2 /3 л

1 - 32 4

cos2/J = TTW cos2/J=rTP"“5'
3 / 4\ 24

Тогда sin4/3 = 2 • - •

-J
~
—

25
•

„

24 / 24 \
Значит cos 2a — sin 4/3 = —— — I —— I — U.

Ответ: cos(2 arctg 7) - sin(4 arctg 3) = 0.

r) ctg —— + - =
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9) sin2 [arctg 3 — arctg(—0,5)].

а) arctg3 = a; tga = 3;

б) arctg(-0,5) = /?; tg/? = -0,5;

\ *2 *ё2а
в) sin a =

r) tg(a - /?) =

1 + tg2 a
’

tg a — tg /?

1 + tga • tg/?’

+
3 — (—0,5) 3,5 3,5

g^a ^
1+3-(-0,5) 1-1,5 -0,5

д) тогда sin2 (a — f3) =
^

1 + tg2(a - (3)
’

т. e.rinV - 0) = = | = 0,98.

Ответ: sin2 [arctg 3 — arctg(—0,5)] = 0,98.

1^1 И
10) arctg - + 2 arctg

- + arctg —.
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х\ tga; - tg (2arctgi)
б) tg ( х — 2 arctg

- I =

1 +tga; • tg (2 arctg

/ jx 2tg (arctgf) 2-i 5
tg 12 arctg

-

J =
- -

V 5/ 1 -tg2 (arctg g) 1
25

ьШХ~-т 12 tga;
— 5

1 12

1 + tga;-^ 12 + 5 tga;’

7
_

12tgx — 5

17 12+ 5 tga;’
7 • (12 5 tga;) = 17 • (12tga; — 5);
7 • 12 + 5 • 17 = (12 • 17 - 7 • 5) tga;;

169 = 169tga;; tga; = l; x = ^ + ттк,

7Г

0 <

0 <

0 <

«
1

~
1 11

0 < arctg
- + 2 arctg

- + arctg
— < тт.

1
«

1 И ir

Ответ: arctg
- + 2 arctg

- + arctg
— = —.

4 5 75 4

11) cos (2 arcsin ^=) — sin [4 arccos

4'

1 7Г

arctg - <4
1 7Г

2 arctg
-

5 <2
n 7Г

arctg — <4

л/5/ V \/Т0/
'

a) cos (2 arctg | = 1 — 2 sin2 (arcsin -^= ) =
V у/ь) v ч/5У
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б) sin ( 4 arccos

л/10

= 2 sin [ 2 arcsin —) • cos (2 arccos

= 4sm (arccos -*g) . cos (,
x ^2 cos2 ^

y/lO) V Vw
3

arccos

л/10

arccos —%= ) — 1 ) =
\/I6,

4v
1 -cos2(arccosй) й'(2(Л) “‘г

Значит,

.
1 \ - Л 3 \ 3 24

cos 2 arcsin —= — sin 4 arccos -

y/b) V ч/1оУ 5 25

4 / i _|_ х \

12) — ( arctg arctg ж ) при х = \/168.
7Г \ 1 — х )

_9_
25

ч
т-г

1 + Ж 1 + Ж

а) Пусть arctg = a; tga = .

yj*

При ж = \/168 tga < 0, т.е. — — < а < 0.

б) arctg ж = /3; tg/З = ж; так как ж — л/168, то 0 < /3 <

1 + ж 1 + tg/3
Тогда tg а =

1 — ж 1 — tg /?

tgf+tg /3 /тг
= ^ 7 + Р '

l-tgf-tg/5 V4
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Значит,
ТГ _

а = — + р + 7Г . Проверим:

а = - + Р - тг

L-т</3<-^но/3е(О;0-
2. -J <

7 + /? + .тг<0;
2 4
о_ 5-TJ- /

о

<Р<— также невозможно ^0<Р<
—

J ;

3- "I <
1
+ /3_7Г<°; I </?< Т’И /3G (°; 2

37Г / ТГ 7г\ / 7г\

Тогда а = 0 - — • Учтем, что
-

J С уJ; -)
■

в> i(“cte^““ctgI) = '^_^”^ =

=

;' (-т) = -3'

Ответ: - (arctg - arctg ж) = -3 при х = \/1б8.

Примечание. Можно иначе, если знать, что arctg(tgx) =

_

х — ттк. Остается убедиться, что только при к = 1 все

условия будут выполняться.
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Графики агс-функций

1. Рассмотрим функцию у = arcsin(sinx).

Так как у = sinx — функция периодическая, где Го = 27т

на всей числовой оси, то у — arcsin(sinx) также

периодическая с основным периодом То = 27г.

Значит для исследования поведения функции и

построит х) достаточно рассмотреть

7Г 3
, длина которого рав-

ения графика у = arcsin

функцию на промежутке

на 27г, причем по определению arcsin(sinx) Е

= £7(arcsin(sinx)).

7Г 7Г

2’2

1) Пусть х Е

7Г 7Г

2’2

на этом промежутке

?/ = sinx монотонно

возрастает и имеет

обратную ей функцию, тогда

у = arcsin(sinx) = х.

2) С другой стороны, sin(7r — х) = sinx.

7Г 7Г 7Г 3
Тогда, если — — ^ 7г — х ^ —

,
то

— ^ х ^ -тг,

т. е. на

7Г 3

2’ 2^ у— sm х

монотонно убывает,
а значит имеет

обратную ей функцию
у = arcsin(sinx) = 7г — х,

7Г 7Г

причем 7Г —х G
2’ 2

= £’(arcsin(sinx)).
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Итак на
тг 3

2
’ 271* мы рассмотрели характер поведения и

график функции у = arcsin(sinx), и, учитывая основной

период То = 2тг, можно говорить о поведении и графика
функции на любом промежутке.

Подводя итоги, отметим, что так как

arcsin (sinx) 6 / ,^ }
[ 2’2J

9

1) Так как arcsin(sinx) £ | — ,

то именно из-за этого условия

то

тг

при яг Е — + 2тг&; — + 2тгА; | arcsin(sinrr) = х — 2ттк,

где х — 2пк G

2) при х G

тг тг

2’2

тг 3
,

— + 2тг&; -тг + 2ттк
Z Z

Функция имеет аналитический вид

7Г 7Г

у = arcsin(sinx) = (—1)кх-\-ттк, где
—— -Ьтгк ^ — + тгк.

Z Z

2. Рассмотрим функцию у = arccos(cosx). Рассуждая
аналогично, получаем, что данная функция периодическая с

периодом То = 2тг. Поэтому достаточно рассмотреть ее на

Г—тг; тг1.
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1) Пусть х Е [0;7г] на этом промежутке у = cosx

монотонно убывает и имеет обратную ей функцию, тогда

у = arccos(cosx) = х,

причем arccos(cosx) Е [0; 7г] = £'(arccos(cosx)).

2) С другой стороны, у = cosx — четная функция,
т.е. cos(—х) =cosx, тогдаесли

—хЕ[0;7г], то хЕ[—7г;0]
т. е. на [—7г; 0] у — cosx монотонно возрастает, а зна¬

чит имеет обратную функцию у = arccos(cosx) = —

ж,

причем —х Е [0;7г] = jE7(arccos(cosx)).

Итак, на [—7г; 7г] мы рассмотрели характер поведения и

график функции у = arccos(cosx) и учитывая основной

период То = 27Г можно судить о поведении и графике
функции на любом промежутке.

Подводя итоги отметим, что так как arccos(cosx) Е [0; 7г],
то

1) при х Е [27хк\ 7г + 27г/с] arccos(cosx) — х — 2тгк

2) при х Е [—7Г + 27г/с; 27г/с] arccos(cosx) = —х + 2пк

пУ

/
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у = arccos(cos ж) = \х — 2тгк\,

где тг(2к — 1) < х < 7г(2/с + 1), к Е

3. Рассмотрим функцию у = arctg(tg х).

Так как у = tgx — функция непрерывная, где Tq = тг

на всей числовой оси, то у = arctg(tgx) — периодическая

с основным периодом То = 7г, значит для исследования

поведения функции и построения графика у = arctg(tgx)

достаточно рассмотреть функцию на ( — ^; — ) , причем
2’ 2

по определению arctg(tgx) Е ( — —;
— ) = i?(arctg(tgx)).

7Г 7Г

Пусть х Е

7Г 7Г

2’2
На этом промежутке у

= tgx

монотонно возрастает и имеет обратную функцию, тогда

у = arctg(tgx) = х.
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Итак на ^5^ J мы рассмотрели характер поведения

и .график функции у = arctg(tgx) и учитывая основной

период То = 27г можно говорить о поведении и графика
функции на любом промежутке.

Подводя итоги отметим, что так как

ТГ ТГ

2’2

arctg(tgx) — х — тгк.

arctg(tgx) Е то при х Е -| + 7rfc;|+7rfc

4. Рассмотрим функцию у = arcctg(ctgx). Рассуждая
аналогично и учитывая, что arcctg(ctgx) Е (0; 7г), получим, что

при х Е (тгк; тг + тгк) arcctg(ctgx) = х — тгк.

пУ

у = arcctg (ctg х)
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Практикум 15

1. Вычислите:

1) arctg(tg3);

2) arcsin(sin2);

4) arccos(cos4);

5)
— arccos
7Г 8inH).

3)
1

7Г

3
7)

7Г

2
8)

7Г

6) arcctg (ctg(-3));

arcsin x — arcsm X* при x = 0,1;

V2

2. Решите уравнения:

1) arcsin ^sin = 2x — 1;

2) arccos (—2sin2x2 + l) = x;

2x

3) arctg 1 _x2
= 2(7r ~ 3);

4) arcctg (ctg(4x2 — lOx — 10)) = x2 — 3x.

3. Найдите E(y) (область изменения функции):

1 ( . .
x - \/l - x2\

1) у =
— I arcsm x — arcsm

-j=
I ;

if .
2x

2) у =
— I 2 arctg x

— arcsm
^ ^ ^

3) у =
— (2 arcsin a: + arccos (2x2 — l)) ;
7Г

If 2x

4) у =
— 2 arctg x

— arctg
7Г V X*

5) у =
— (2 arccos x — arccos (4x3 — 3x)) .
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Решение практикума 15

1. Вычислите:

1) arctg(tg3).
7Г 7Г

Учтем, что arctg(tgx) —х—7гк при
— —+пк<х< — +7г/с.

гтп о , / 7Г 7Т \ / 7Г 37Г
Так как 3 £ ( - 1 ири fc = 0, аЗе(-;у
при к = 1 (см. график), то arctg(tg3) = | 3 — 7Г |.

2) arcsin(sin2).

Учтем, что arcsin(sinx) =

х — 2'кк, ^ х ^ ^ + 2'кк

7Г 37Г
7Г — X + 27г/с, —ь 27Г/с ^ х ^ 1- 27Г/с

Z Z

7Г 7Г 7Г 37Г

.~2’ 2
при к = 0, а 2 €

2’ Т
Так как 2 ^

фик), то arcsin(sin2) — [ 7г — 2

(см. гра-

оч
1 .Л 29тг\

3)
— arcsin sin
тг V 5 /

1
"

*

\
• (29n\\ /

^

= ( -- < arcsin ( sin I — )J^2
7Г

2

= — arcsin

7Г

sin [ 67Г — ^ = — arcsin

7Г

7Г

sin'
"5

1.

7Г f--e
7Г 7Г

-0,2
V 5

_

2
’

2

4) arccos(cos4).

Учтем, что arccos(cosx) =

_

Г x — 2'кк, 2'кк ^ х ^ (2А; + 1)7г/с ,

\ —х + 27г/с, (2& — 1)7г ^ х ^ 2'кк
^

Так как 4 ^ [0; 7г] при к — 0, а 4 Е [7г;27г] (см. график),
то arccos(cos4) = \2к — 4~].
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5) — arccos

7Г

7Г

sin | -- = ^0 ^ arccos ^sin < 7г^
— arccos
7Г

7

7Г

7 97г

7Г 14

sm

7г — arccos

57Г 7Г

14
“

2
= — arccos

7Г

COS
57Г

14

/ 5тЛ1 7 / 5тг\

V°S 14) ~

п \*~ 14у
“

4,5

6) arcctg (ctg(-3)).

Учтем, что arcctg(ctg ж) — х-ттк при ттк < х < тт+ ттк.

Так как —3 0 (0; 7г), а —3 € (—7г;0) (см. график),
то arcctg (ctg(-3)) = | -3 + 7Г |.

7)
тт

. (х л/З г

arcsin х
— arcsin I — + у1 — х2 при х = 0,1.

а) Пусть arcsin х = a; sin а — х;
тт

так как х > 0, то 0 < а < — и cosa > 0.

б) arcsin ^| + ^\/1 -x2^j = $;

■о
х

, \/3 г г

sm/? =
g
+ -yVl -ж2;

7Г
так как ж > 0, то 0 < /3 < —.

2

Раз sina = х, значит
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Так как arcsin(sinx) = х — 2тгк

при + 2'кк ^ х ^ ~ + 2пк, 0 < /3 <
A A Z

7Г 7Г 7Г 7Г
значит 0 < а + — < —;

—— < а < —.

3 2 3 6

_ . 7Г 7Г .

Так как ( - ) С
7Г 7Г

2’2 (fc = 0), то/3 = а+

1
Так как х = 0,1, то 0 < 0,1 < - (arcsin0,1 = а),

Zd

значит 0 < arcsin 0,1 < arcsin;
7Г

6’

. _
7Г 7Г

л
7Г7Г

0 < arcsm 0,1 + — < —, т. е. 0<а+ — <—.
О Z О Z

в)
7Г

arcsin х — arcsinin[^ + ^yrr
3

7Г
а-|а+-

Ответ: —

7Г

arcsm х — arcsm = -l.

2 yj~2
8) — \2 arcsin y/x — arcsin(2x — 1)1 при x = —.

7Г 5

a) Пусть arcsin y/x = a; sina = y/x > 0,
7Г

значит, с учетом условий, 0 < a < —.

б) Пусть arcsin(2x—1) = /3; sin/3 = 2х—1; прих =
yft

7Г

2х — 1 < 0, значит sin/З < 0, т. е. — — < /3 < 0.

С другой стороны, 2х—1 = 2(у/х)2 — 1 = 2sin2a—1 =
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ТГ

Тогда sin (3 = sin ( 2а — — ) ,
значит

ТГ

Р = 2а - -

О Л Зтг ’ н°-| </?<0-

2 ) = "2(3 = тг

Тогда

7Г 7Г
— — < 2а — - < О

2 2

7Г 37Г

“2< Т“2а<0

О < 2а <
7Г

37Г
— < 2а < 27Г
2

О
^

Зтг

4
’ ноО<а<|и (о;£) С

— < а < тг \ч/ \ ^/

4

7Г
значит в = 2а .^

2

2
Следовательно, — [2 arcsin у/х — arcsin(2x — 1)1 =

тг
L

2

тг

2а
7Г 2

2 г /- /чп >/2
Ответ: — 2 arcsin у/х — arcsin(2x — 1) =1 при х = —-.

7Г 5

2. Решите уравнения:

1) arcsin ^sin = 2х — 1.

, ч ТГ 7г2 — 7Г 2 + 7Г

£)(У): --<2х-1<-; —

Так как arcsin(sinx) =
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т. е. arcsin sin

87Г 7Г

7’

7Г —7Г i 7 ,

л

значит 2х — 1 = —

—; х — ——— G LmУ).
7 14 v '

Ответ: ж
7 — 7Г

14
'

2) arccos (—2 sin2 ж2 + l) = х.

1 ^ —2 sin2 х2 +

arccos(cos2x2) = х; так как

х — 2'кк, 2'кк ^ х ^ (2к + 1)7г, к G Z
arccos х

—х + 2'кк, (2к — 1)7Г < х ^ 2'кк, к G Z

и 0^х^7г при /с = 0, то arccos(cos2x2) = 2x2, тогда

2х2 = х

2х2 — х\ ^ 0^2х2^7г; <

О ^ X ^ 7Г

х = О

1

2 ;

О ^ 2х2 ^ 7г

О ^ X ^ 7Г

Ответ

ж = О

1

Х=2

О < х ^ /

3) arctg
2х

= 2(тг-3).
1 — х2

D(У): х ф il.

Пусть х = tga, тогда arctg
2 tga

1 — tg2 а
= 2(тг - 3);

7Г 7Г

arctg(tg2а) = 2(7г — 3) G ; & = 0 (см. график),

тогда 2а — пк — 2(тг — 3); а = п — 3 + —к.
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а) Пусть к = 2та, где n G Z. Тогда а =
тг
- 3 + тт,

значит

Ж = tga = tg (тг — 3 + тгта) = tg(-3) = - tg3,
т. е. ж = — tg3 G D(У).

б) Пусть А; = 2п - 1, где п G Z.

7Г
Тогда а = тт — 3 + 7гп — —, значит

ж = tga = tg ^-3 - -ctg(—3) = ctg3 G £>(У).
Ответ: {-tg3;ctg3}.

4) arcctg (ctg (4x2 — lOx — 10)) = x2 — 3x

Уравнение равносильно системе:

4x2 — Юх — 10 — ттк = x2 — Зх

ттк < 4х2 — lQx — 10 < тт + ттк .

0 < х2 — Зх < тт

_ 9 _ 7 ± л/169 + 127Гк
Тогда Зх2 — 7х — 10 — ттк = 0, х\$ = .

х = — 1 ср(—1) = 4 ^ (0; 7г)
а) При к = 0 10 /10\ .1

:с = тЧз7
=

19е(0;,г)
(где ip(k) = ж2 — Зж).

Для 0 < ж2 — Зж < тг ж2 — Зж — тг = 0;

3 ± V9 + 4тг 7^SXO 3,
*1,2 = 5 •

3~У9+4тс
2

б) При к — 1 Зж2 — 7ж — 10 — тг = 0;

7 + ^169 + 12тг / \/9Ч-4тг

3+л/9+4я

ж =

6
i (з;

;0
7 - л/169 + 12тг , /3- л/9 + 4тг

Х ~

6
~ ^

V 2

Очевидно, что для к £ N корни не подходят уело-

3 - \/9 + 4тг ^ ( 3 + л/9 + 4тгч
вию х G ( -

; О U 3;
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в) При к = — 1 Зх2 — 7х — 10 + 7г = 0;

7 + л/169 - 12тг / 7 + л/9 + 4тг
ж = — € I 3; -

ж =

б V 2

7 - \/169 - 12тг /3- л/9 + 4тг
;0

б V 2

г) При к = —2 Зх2 — 7х — 10 + 2п = 0;

7 + У169 _ 24тг ,
/ 3 + л/9 + 4тг

х =

6 Ч3; 2

7 - л/169 - 24тг /3- л/9 + 4тг
0

2
^

V 2

Аналогично для любых к < —2 \ к €

(при к < —4 D < 0).

Ответ:
7 - л/169 - 12тг 7 + л/169 - 12тг

6 6 4}-
3. Найдите Е(у).

и
1

I
*

х

1) у =
— arcsm ж — arcsin —

7Г \

л/Г ЯГ

у/2

т-т • 7Г 7Г

Пусть arcsinх = а;
—— ^ а ^ ; sma = х.

Тогда
х X* sin a — \/1 — sin2 a

\/2 л/2

sin a — cos a ^s*n (a — 4 )
л/2

ч
ТГ
^

7Г 7Г

-2<a“i 4 2;
7Г 7Г

'4; 2

1

y/2
= sm a

7Г

значит на

7Г 3
- < a ^ -7Г, a G
4 4

7Г

arcsin sm a

7Г

7Г 7Г

2; 2

= a —

при этом у —
— la — a + — ] = 0,25.

Итак, на

7Г 7Г

2
у - 0,25.
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сС\
^
^ ^

^ 3 7Г 7Г

б) ~2^а^
“

4
’ тогда ~47Г ^

а ~

4
^ ”

2

Так как arcsin(sinx) =

х — 2тгк
ТГ ТГ

при
— — + 2тгк ^ х ^ — + 2тгк

А А

3 7Г 3 7Г

—-7г;
—— С —-7г;

— —

.22 _

2 2

ТГ 3
тг — х 27гЛ: при

— + 2тгк ^ х ^ -тг + 2тгк
£ &

3 7Г 7Г
то зная, что —-7Г ^ а —- ^ ,

4 4 2’

получим

Значит, это второй случай при Л; = —1,
тогда arcsin(sinx) = тг — х — 27т = —тг — ж,

. /. / яЛ\ тг 3
т.е. arcsm sm а — — I I = —тг-а+ — = —-7г — а.

\ \ 4JJ 4 4

Отсюда следует, что

у=^(“+г+“)=К2а+!’г)-
/(<*) возрастающая, тогда на

7Г 7Г

2’_4

(2 ( 2) + 4*)_тг( 4)“ 0,251

'"•■^Ж^И'Н'Ь0'25'
учитывая случай а).
Ответ: Е(у) = [—0,25; 0,25]

График данной функции иллюстрирует исследование

+„
0,25
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1 /
.

2х
2) у =

— 2 arctg х
— arcsin ^

7Г \ 1 + хг

7Г 7Г

Пусть arctg ж = а, где а Е ( — —;
Z Z

2ж 2 tg а .

x = tga; =

i j. ;1Т2=8^20:;1 + х2 1 + tg2 а

arcsin(sin 2а) =

7Г 7Г

2а — 27гА:; 2'кк — — ^ 2а ^ — +27гА; (первый случай)
— /

2 2
_

7Г 3
7г — 2а; —+27г/с^2а^ —7г+27гА; (второй случай)

Z Z

а) к = 0.

arcsin(sin 2а) =

2а; | ^ 2а ^ |
71- 3

7г-2а;
- ^ 2а < -7г

7Г

71"
^

7Г

2а; а <-

7Г 3
7г—2а;

— ^ а ^ -7г

4 4

Учтем только, что а < —. Тогда
Z

1. на

2. на

7Г 7Г

4
’

4
2/ = —(2а — 2а) = 0;

7Г

7Г 7Г \ 1
/Л , Л чч

4; 2 ) У =
- (2« - (’Г - 2а))

1
= —(4а — 7г) = у(а).

7Г

у(а) на

7Г 7Г

4; 2.
возрастающая линейная функция.

т. е. у(а) е [0; 1) на —;
—
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ч
7Г 7Г

^
7Г

б) при
— — < а ^ — —, т. е. —7г < 2а ^ , что возможно

Z 4 Z

только при к = — 1 во втором случае,

2п
7Г

2'

Но -тг;-
7Г 3 7Г
— С —-7г;

——

2 _22

тогда arcsin(sin 2а) = —2а — 7г на ^“7^ — “j"
отсюда следует, что

у(ж) = —(2а — (—2а — тг)) = —(4а + 7г),
7Г 7Г

т. е. ?/(а) — возрастающая линейная функция.

-НИОНИ"
т. е. у(а) £ (—1; 0]. Значит Е(у) = (—1;1).

График иллюстрирует поведение данной функции.

"г!

ж х1
4/ 1

.-1

ж
2

а

3) у =
— (2 arcsin х + arccos (2х2 — 1)) .

Пусть arcsin х = а Е

7Г 7Г

2’2
, тогда х = sina.

Значит 2х2 — 1 = 2 sin2 a — 1 = — cos 2a;

arccos (2x2 — l) = arccos(— cos 2a) = тг — arccos(cos2a).

С другой стороны,

2a — 2ттk\ 2тгк ^ 2a ^ (2k + l)7r
—2a + 2тгк] (2k — l)7r ^ 2a ^ 27rkarccos(cos 2a)
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Так как — ^ ^ а ^ то

Z Z

а) при к — 0 0 ^ 2а ^ 7г,

7Г

значит на 0; arccos(cos 2а) = 2а,

f 7г — 2а) = 1

(напомним, что arccos (2х2 — 1) = 7г—arccos(cos2a)).

и к = 0 —7г ^ 2а ^ О

arccos(cos 2а) = —2а,

тогда у(а) = — (2а + 7г — 2а) = 1
7Г

б) Во втором случае при А; = 0 —7г ^ 2а ^ 0,

7Г

значит на

тогда на

г;0

ТГ
Л

—

2

у(а) = — (2а + 7г — (—2а)) = —(4а + 7г), т. е.

7Г 7Г

у(а) на
7Г

;0

2/наиб 2/(^0
1

7Г

возрастающая линейная функция.

(4 • 0 + 7г) = 1;

1

7Г
2/наиб У

Итак, подводя итоги, получим

ад = [-!;!];

+ 7Г = -1.

на
7Г 7Г

2’2

ад
Г |ж| < 1

'

\ \2х2 - l| < 1
\х\ ^ 1.

График демонстрирует поведение данной функции.
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v 1 / 2х
4) у =

— 2 arctg х
— arctg «

ТГ \ 1 — ж"2

/ ТГТГ

Пусть arctg а: = (3 G ( - ) , тогда х = tg/3,

2ж 2 tg/З 2
значит

2
=

i ГТ^
= Р■

1 — хг 1 — tgz (3

Отметим, что arctg(2/3) = 2(3 — тгк,

где 2/3 G ~ + тгк; ^ + тгк

Рассмотрим

а) при А; = 0 ~ < 2/3 <

/ 7Г 7Г \
тогда на I - -;

-

J arctg (tg 2/3) = 2/3,

значит на У(Р) = 2/3 - 2/3) = 0.

7Г 3
б) при А: = 1 — < 2/3 < —тг,

НО —7Г < 2/3 < 7Г ^т. к. — ^ < /3 < ,

7Г

значит
— < 2р < 7г.

(7Г 7г\
тогда на I -;

-

J arctg(tg 2/3) = 2(3 - ж.

Отсюда следует, что

у{р) = i(2/3 - (2/3 - тг)) - 1 на .

3 тг

в) при к = -1 --тг < 2(3 < --,

7Г
но —тг < 2(3 < 7Г, значит —7г <2(3 < —

—.

Отсюда следует, что на

arctg(2/3) = 2(3 + 7г,

тогда на ~ у((3 = —(2/? - (2/3 + 1)) = -1.
2 4 7Г
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Подводя итоги, получим Е(у) = {—1; 0; 1}.
График демонстрирует поведение данной функции.

К _Ж
2 4 0

-1

к

4
Ж
2

а

5) у =
— (arccosж — arccos (4х3 — Зх)) .

7Г

Пусть arccosх = /3, где (3 Е [0;7г], тогда х = cos/3,
значит 4х3 — Зх = 4 cos3 /3 — 3 cos /3 = cos 3/3.

Так как arccos (cos 3(3) =
Г 3/3 — 27гk\ 2тгк ^ 3(3 ^ 2тгк + тг

\ —3(3 + 2тгк\ 2тгк — тг ^ 3(3 ^ 27Г&
’

а) при к = 0 0^3/3^7гв первом случае

(второй случай к = 0 не подходит)

arccos(cos3/3) = 3/3,

тг 3

то

на
~

ТГ

01
3

значит на 0; !/(/?) = —(3/3 - 3)0) = 0.
7Г

б) Пусть fc = 1 в первом случае 27т ^ 3/3 ^ Зя,
"2 ]

arccos(cos 3/3) = 3(3 — 2п,тогда на

значит на

значит на

з7^

-тг; тг

тг

з;7Г

arccos(cos3/3) = 3/3 — 27г,

У(£) = -(3/? - 3/? + 2тг) - 6.
ТГ

в) При А; = 1 во втором случае

тг 2
на Л.

3’ 3

тогда на

7Г arccos(3/3) = —3(3 + 27т,

тг 2

3’3
7Г

у((3) = -(3(3 - {-3(3 + 2)) = -(6(3- 2тг).
ТГ 7Г
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у(Р) на

2/наиб

2/наим У

7Г
^

2

3’3
7Г возрастающая линейная функция.

2тг =0'й'н
Подводя итоги, получим i£(i/) = [0; 6].

График иллюстрирует поведение данной функции.

D(y):
|х| ^ 1

|4х3 — Зх[ ^ 1 ’

—1 < х ^ 1

4х3 — 3x^1
4х3 — 3x^—1

-1 ^ х < 1

(х — 1)(2х 4-1)2 < 0 .

(х + 1)(2х — I)2 ^ 0

D(y) = [—1; 1], дополнительных ограничений нет.
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Тренировочная работа 18

1. Вычислите:

1) arcctg(ctg5);

2) arcsin(sin(—3));

3) arccos(cos6);

4) arctg(tg(—4)).

2. Решите уравнения:

1) arcsin ^sin = Зх + 1;

( 17 А
2) arccos (cos —тг J = 2 — Зх;

3) arcctg(ctg(—4)) = х + 3;

4) arccos(cos(—4)) = 2x — 1;

5) arctg(tg8) = 3 — 2x;

6) arcctg ^ctg = 3^ + 4;

7) arcctg (2sin2 x — sinx) =

3
8) arctg (3 cos3 2x + 4 cos 2x) = -тг;

9) arccos(ctg(2 arctgx)) =0;

7Г

10) arctg (2x2 + x) + arctg (2x2 — x) = —;

ч 1 — x2 2x 2x
11) arccos + arcsin + arctg

1 + x2 1 + x2 1 — Q

Зтг
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13) cos(2 arccos х) = arcsin(cos х);

14) sin(2 arctg x) • tg(arcctgz) = 1;

15) arccos(4rr — 3) = 3 arccos x\

v
,

о су 5тг
16) arcsin x -f arccos^ x = —
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Решение тренировочной работы 18

1. Вычислите:

1) arcctg(ctg5) = 5 — 7гк, где тгк < 5 < 7Г + тгк, что верно

при к = 1; тг < 5 < 27г, значит arcctg(ctg5) = [ 5 — тг [.

2) arcsin(sin(—3)) =

—3 — 27гк, где 27гк ^
—3 ^ ^ + 2тгк

Z

тг 3
тг + 3 4- 27гк, где

— + 2тгк ^ —3 ^ -7Г 4- 2тгк
Z Z

Так как —3 Е верно, что возможно только

во втором случае при к = 1,

то arcsin(sin(—3)) = 7Г + 3 — 27т = | 3 — 7г |.

Можно не запоминать формулы агс-функций.
sin у = sin(—3)

Пусть у = arcsin(sin(—3)), тогда ^ тг тг

~2 2

Так как из sin а = sin (3 следует

у = —3 + 27гк

у = 7г + 3 + 2тгк

а = (3 4- 2тгк

а — тг — (3 4- 2тгк
’

то

7Г 7Г

2
^ У ^

2

что верно только для у
= 7г + 3 4- 2тгк при к = — 1;

у = 3-тг

п
^ ^

тг т. е. arcsin(sin(—3)) = 3 — 7г
^^

оч / «ч Г 6 - 2ттк, где 2жк ^ б < (2А: + 1)7Г
3) arccos(cos6) = | +^^_ 1)jr ^ 6 ^ ^

.

Так как 6 £ [7г; 27т] верно, что возможно только во вто¬

ром случае при к = 1, значит arccos(cos6) =[—6 4- 27г|.
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Можно рассуждать иначе.

Пусть у = arccos(cos6), то {
cos у

= COS б

О < У ^ ТГ

Так как cos а = cos (3, равносильно
а = /3 + 2тгк

а = —(3 + 2ттк
5

то

у = 6 + 271'к

У =
—6 + 2ттк ,

О < у < 7Г

что верно только для у =
—б + 2тгк при к = 1,

= —б + 27Г

^ 7Г
ге /У = "

‘ '

\0
тогда arccos(cos6) = —6 + 27Г

4) arctg(tg(—4)) = -4 - тгк, где
~ + 2тгк < -4 < ^ + 7тк,

что верно только при А: = —1, тогда —4 £

значит arctg(tg(—4)) = [ —4 + тг [.

2. Решите уравнения:

11

-1,5;
тг

1) arcsin ( sin —тг ) = Зх + 1.

Так как тг £ [1,57г; 2,57т],

то это первый случай при к = 1.

. Л /11 \\ 11
arcsm I sin I —тг J I = —тг — 2тг,

значит Зх + 1 = —

-7г;
7

ж
1 тг

3

_

7
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2) arccos ( cos ^7г ) = 2 — Зх.

Так как arccos [ cos
177Г

'

17 17
—7г — 2пк, где 2'кк ^

—7Г ^ (2fc + 1)7Г
5 5

17 17
—— + 27rfc, где (2к — 1)7г < —7г ^ 2'кк

5 5

что верно во втором случае при к = 2,

17 \ 17
то arccos i cos

—тг

17
, О о

тогда
—7Г — 47Г = 2 — Зх;
5

ТГ — 47Г,

7Г 2

Ж=5 +
3

3) arcctg(ctg(—4)) = х + 3.

Так как arcctg(ctg(—4)) = —4—7г/с, где тгк < —4 < 7г+7гА;,

что верно при /с = —2, то arcctg(ctg(—4)) = 27т — 4,

значит 27г — 4 = х + 3 | х = 27т — 7 |.

4) arccos(cos(—4)) = 2х — 1.

Так как arccos(cos(—4)) =

_

Г —4 — 27rfc, где 2пк ^ —4 ^ (2к + 1)тт
\ 4 + 2ък, где (2к — 1)тт ^ —4 < 2ттк ’

а это верно при
—4 G [2п; —7г] при к = -

случае, то arccos(cos(—4)) = —4 + 27т,

-1 в первом

тогда —4 + 27г = 2х — 1; х = —1,5 + 7Г

Можно решить и не помня формул для агс-функций.

cosy = cos(—4)Пусть у = arccos(cos(—4)), тогда
О ^ у < 7Г
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Так как если cos а = cos /3, то
а = /3 + 2ттк

а = —/3 + 2ттк

значит

у = —4 + 27гк

у = 4 + 2ттк

УО^у^тт
что верно только для у =

—4 + 2ттк при к = 1;

( у = —4 + 27Г / / ,

<
Л ^ , тогда arccos(cos(—4)) =

—4 + 27г,
[ 0 ^ у ^ тг

а уравнение примет вид —4 + 27т = 2д; — 1;

| х = —1,5 + тт .

5) arctg(tg8) = 3 — 2х.

тт тт

Так как arctg(tg8) = 8 — ттк, где
—— + ттк ^8 ^ — + ттк,

Z Z

что верно при к = 3 (8 £ [2,57г; 3,57г]),

то arctg(tg8) = 8 — 37г, значит 8 — Зтт = 3 — 2х\

х — —2,5 + 1,57г |.

тт _

^
11

^
тт _

где
— — + ттк ^ —7Г ^ — + 7г/с,

2 5 2

что верно при к = 2 (—7Г Е [1,57т; 2,57т]),
5

значит —7Г — 2тт = Зх + 4; £ = -

5 15 3
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7Г

7) arcctg (2sin2 х — sinx) = —.

Так как углы равны, то котангенсы этих углов равны,

т. е. ctg (arcctg (2sin2 х — sinx)) = ctg

7Г

2sin2x—sinx = 1;

sin x = 1

smx =

x = — + 2nk

X = (— 1)П+1-^ + 7Гn

7Г

6

Ответ: { ^ + 2irk; (—l)n+1^ + 7m

I о

3
8) arctg (3 cos3 2x + 4 cos 2x) = -7r.

fc,nGZ>.

С одной стороны, взяв тангенс обеих частей уравнения
3

получим tg(arctg(3 cos2 2х + 4 cos 2х) — tg -7г;

3cos2 2х + 4cos2x = —1;

cos 2х — —1

cos 2х = —

‘

о

Но увы, это ошибочное решение.

_ / 7Г 7г\ 3 , / 7Г

Так как arctgae I - I, а-тг£ I
7Г 7Г

2
, то данное

уравнение корней не имеет.

9) arccos(ctg(2 arctgх)) = 0.

По определению это значит, что ctg(2 arctg х) = 1.

Тогда
1

tg(2arctgx)
= 1; tg(2arctgx) = 1;

2 tga 2 tg(arctg x)
так как tg 2a = «—, то ^

= 1;1 I-
-rZ

~ 1 i /■ < j- \

2x

1 — xCjt

Xl,2

1 — tg2 a
’

1 — tg2 (arctg x)

= 1; x2 + 2x — 1 = 0; x\^ = —1 ± \/l + 1;

= -1± y/2 .
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10) arctg (2х2 + х) + arctg (2х2 — х) = j.

тг

tg (arctg (2х2 + ж) + arctg (2х2 — х)) = tg —.

Так как tg 2а
2 tga

то

1 — tg2 a
’

tg (arctg (2x2 + x)) + tg (arctg (2x2 — x))
1 — tg (arctg (2x2 + x)) • tg (arctg (2x2 — x))
2x2 + x + 2x2 — x 4x2

1 — (2x2 + x) (2x2 — x)
’

1 — Ax2 + x2

x2 = — 1 0

4x4 + 3x2 — 1 = 0;

°т,ет:

2
1

X = —

1

X=2

x

1

2

1 — x2 2x 2x
11) arccos

£ + arcsin « + arctg
1 + x2 l + x2

а) Пусть x = tga, тогда

2x

x

1 — x2

1 — tg2 с

l + x

2x

1 — x2

l + x2 1 + tg2 с

2tg« •

о

2

-

1 TT^2T
= Sm ’

1 + tg2 a
2 tga

1 — tg2 a
= tg 2a.

Значит

arccos(cos 2a) + arcsin(sin 2a) + arctg(tg2
один из возможных вариантов.

arccos(cos(2a)) = 2a

arcsin(sin(2a)) = 2a

arctg(tg(2a)) = 2a

тогда 2a + 2a + 2a = -7r; a
7Г

4’
7Г

значит tg — = x = 1.

= i;

i;

37Г

~2'

= cos 2a;

to
|

CO
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б) Можно доказать, что

1 — х2 2х 2х
arccos т;

= arcsin ^
= arete; тогда

1 + х2 1 + х2
ь
1-х2

л . 2х 3 2х 7г 2х
2 arcsin- - = -7г; arcsin- ^ = —: ^

= 1;
1 i х 2

’

1 + х2 2’ 1+х2
’

х2 — 2х + 1 = 0; х = 1.

Но внимание! х = 1 £ D(у) — корней нет.

12) arctg(2 + cosx) — arctg ( 2cos2 77 ) = ^*(2cos2 I)
7Г

tg(arctg(2 + cosx) — arctg(l + cosx)) = tg —;

1 + tg a • tg /3

x = 7Г + 27xk к G Z.

tg(arctg(2 + cosx)) — tg(arctg(l + cos)) 7Г

1 + tg(arctg(2 + cosx)) • tg(arctg(l + cosx))
^

4’

2 + cos x — 1 — cos x
^

1 + (2 + cos x)• (1 + cos x)
’

1 + cos2 x + 3 cos x + 2

cos2 x + 3 cos x + 3 = 1; cos2 x + 3 cos x + 2 = 0

cosx — —1

cosx = —2 ^ [—1; 1]
*

13) cos(2 arccos x) = arcsin(cos x).
Так как cos 2a = 2 cos2 a — 1,

to cos(2 arccos x) = 2 cos2 (arccos x) — 1 = 2x2 — 1.

7Г
Так как arcsin a + arccos a = —,

Z

to arcsin(cosx) = ^ — arccos(cosx),
z

arcsin(cosx) = ^ — arccos(cosx) = ^ —

x;

t
v Г x — 27Г&; 27г& < x ^ (2A; + l)7r

arccos(cosx) = <
л , /rt7 ,

.J
\ —x + 27xk\ (2k — 1)тх < x < 2тхк
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а) При А: = 0 0^х^7г (первый случай), но — 1 ^ х ^ 1

(условие существования arccos х), значит на [0; 1]
arccos(cosx) = х,

7Г
тогда 2х2 — 1 = — —

х; 4х2 + 2х — 2 — тт = 0;

-1± V1 + 8 + 4TT -1±v/9 + 4tt
Х1Я

=

4
=

4
'

— 1 — х/9™+4тг . . \/9 + 47г — 1
г

.

но ^ £[0;1]; ^ G [0; 1].

б) Во втором случае при к = 0 —тт ^ х ^ 0,

т. е. на [—1; 0] arccos(cosx) = —х,

значит 2х2 — х = + х;

„ 9 „ Л
1 ± V9 + 4тг

4х — 2х — 2 — 7г = 0; xi,2 = ;

1 +

vfFN[-l;01; I~vfn%[-1;0].
_ f \/9 + 47Г — 1 1 — \/9 + 47Г1
Ответ: j ; j.

14) sin(2 arctg x) • tg(arcctgx) = 1.

2 tga
Так как sin 2a

to sin(2 arctg x) =

1 + tg2 a
’

2 tg(arctg x) 2x

1 + tg2 (arctg x) 1 + x2
’

/
1 1 2x 1

тогда tg(arctgx) = — = • “ = *5
ctg(arcctgx) x 1 + xz x

l+x2 = 2;

Ответ: {—1; 1}.

x = 1

x = —1
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15) arccos(4x — 3) = 3 arccos х.

cos(arccos(Ах — 3)) = cos(3 arccos х); Ax — 3 = 4x3 — Зх;

(cos За = 4 cos3 а — 3 cos а); Ax3 — 7x + 3 = 0.

Ax3

Ax3 — Ax2

7x + 3 x

Ax2 + Ax — 3

Ax2 — 7x

Ax2 — Ax

— 3x -J- 3

—3x + 3

—2 ± \JA + 12 -2 ±4

®1,2
=

Ответ: {0,5; 1}.

_v .О О 5тг2
16) arcsinz x + arccosz x —

36

Так как arcsin x + arccos x
7Г

x = ~2^
1

Ж=2

7Г

то I — — arccos x 1 + arccos2 x =
57Г2

"36";
7Г2 2 2 ^7f2
— 7Г arccos x + arccos x + arccos x = ——;
4 36

72 arccos2 x — 367Г arccos x + 47Г2 = 0;

18 arccos2 x — 97г arccos x + к2 = 0;

arccos x =
7Г

3
7Г

arccos x =

Ответ:

6

i_V3
25 2

x

1

2

V?
2
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Практикум 16

1. Решите неравенства:

9

10

11

12

13

14

1
cosa: >

cosa: > —

cos 2а: <

VS
2

’

y/2,
2

’

Л ^3
cos ( 2a: + - I < ——;

sin3x > V2_
2

'

sin ( 2a: + | j > -^ на [0; тг];

sin 2a; < VS.
2

’

sin [ 3a: -

tg ( 2x + | ^ 1;

наtg ^2a: - < —ч/З

ctg {ix -:)>
ctg (за: + < \/3;

/ / 7г\\ л/З
cos I 3 sm I x - - 1 I < ——;

sin | cos ( x + ^ j j >

3 21'

'8’T
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2. Решите неравенства:

1) arctg ж >

2) arccos ж < —;
о

3) arcsin 2х > arccos ж;

4) arccos(8x2 — bx) < 2 arccos ж;

5) arcctg х < arccos 2ж;

6) 2 arctg x > arcsin x.
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Решение практикума 16

1. Решите неравенства:

Ответ: х Е ( — ^ + 2ттк\ ~ + 2тгк ) Ук Е Z.

V3
2) cos х > ——.

Z

— arccos | J + 2iтк < x < arccos f — J + 2iтк.

Так как arccos(—га) = тт — arccos га, to
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л/2
3) cos 2х < —-.

Z

у/2 у/2
arccos —- + 27тк <2х <2тт — arccos —- + 27г/с;

ju Z

~ + 27Г& < 2х < 27г — ^ + 27г&.
4 4

Ответ: гг G ( ^ + 7Г&; + 7Г& ) Ук G Z.

4) cos ( 2ж+

у/*' 7Г

arccos I —— I +27тк < 2^+— < 27г—arccos |
л/3"

+27гА;.

/ л/зЛ тг 5тг
1ак как arccos = 7Г =

—,

[ 2 6 6
’

то
— arccos — -

л/3' 57Г

“б"’

57Г 57Г
<а<

“Т ложь, значит
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2ТГ
, _ ,

ТГ
,

7Г _

— + 27гА: < 2х < тг + 27гА;; —+7гА;<ж< — + тгк.
О О Z

Ответ: | ^ + тгк; ^ | к € z| .

у/2
5) sin3x > —.

. л/2 . V2
arcsin + 2тгк < Зх < тг — arcsin —- + 2тгк\

ТГ 2тг
,

37Г 27Г,

r4
+ Tt<a:<r4 + T*-

Ответ ) | к е z|.
6) sin + j) > на /0;тг]. jsinx

К7Г
27Г

,
7Г 27Г

,
. .

,

Т^
+ Тк;4+“ 1 1 6

я - arcs:

arcsin ^”0 + 27Г^ <2х + ^<тг- arcsin

Так как arcsin(—m) — — arcsin га, то

~ + 2тгк <2я+^<7г + -^ + 2тгк:
о 3 6

+ 2тгк.
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7Г
_ т л

57Г
л 7

— — + 2'кк < 2х < — + 2пк-,
Z о

7Г 57Г
— — + 7гЛ: < ж <

—- + тгк.
4 12

Учтем, что х G [0; тг].

Ответ:
л

57г\ / 37Г

0;12 ) U Т;7Г

.
. л/з

7) sin2® <
£

. Л/Г\
^

.л/5
7Г — arcsm —— < а < arcsin ложь.

V 2) 2

Тогда

• (у/з\ п
. л/з

уД л/з
2пк — 7г — arcsin —- <2х < arcsin —- + 27тк]

Z Z
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8) sin ^Зх —

• / V2 А 0 , 0
тг . / л/2Л л f

—7г—axcsm I —— I +2тгк ^ Зх—— ^ arcsm I —— I +2тгк;

Зтг тг 7Г
—— + 2пк < Зж — — < —— + 2-кк]

4 3 4

5тг
„ , „

_
„
ж

„ ,
5тг 2тг, 7г 27г,

—

ттг + 27гА: < Зх < — +27гА:; —— + —к ^ ж ^ — + —/с.
12 12

’

36 3 36 3

Ответ:
Ъж 27Г

,
7Г 27Г

,

“7^7+ “Гк'^ + -^-к36 36

Ж

9) tg ( 2ж + - ] ^ 1.

Ось
тангенсов
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Так как arctg(—га) = — arctg га,

7Г 7Г Я
— — + тгк > 2х — — > —— + 7тк;

о О /

7Г

6

но хе

+ 7г/с > 2х >

3 21"

7Г

+ 7г/с;
7Г 7Г

12
+ 2*>X>-6 +

7Г

"8
<

7г > 3, тогда

7Г

12’
7Г

“б
<

7Г
<

8
<

7Г

12’

57Г57Г 77Г 117Г 117Г 7л 21

6)Т<Т<12-; Т>Т>¥>6

К_
12

к 5п 5я 11л

ЬО|
^
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11) ctg ( 2х —

arcctg

Так как arcctg(—т) — тг — arcctg га,

тг — arcctg (а
ТГ

+ тгк > 2х — — > тгк;

7Г 27Г
,

ТГ
,

117Г 7Г . 7Г 7Г
,

i
+ T+rt>2x>I+rt; “24" 2

> ^ >
8 2

Ответ: + + ^ |k«Ez}.
12) ctg ( Зх + ^ J ^ л/З. lSHIX Ось

котангенсов

тг + тгк > Зх + ^ arcctg л/3 + 7г/с;
о
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Ъл 27Г, .
/ 7Г\ 7ТТ 2л

1

_+T*<sm^--j<-+Tfc.
а) к = —1;

57Г 27Г

18
“

Т
7л

< sin X <

77Г 27Г

18
”

У’
57Г

< -

jji
ПО

7Г77Г
,

57Г
.

/
•— < -1, а > -1, значит sin I х - - I <

arcsin —

Ъл

18

Sill*

= — arcsin

arcsin—-я 5п
18

18

-arcsm-

5л л
.

5тг
arcsin — — л + 2лп < х — — < — arcsm — + 27га;

18 6 18

,
Ъл Ъл

^
л

.
5

л ,
_

arcsin — —— +2лп < х < — — arcsin — + 2лп \ п Е Z.
18 6 6 18
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б) к = 0;

7тг
.

57Г 7Г
.

57Г
—— arcsm — + 27гр > гг > — + arcsm — + 2пр.
о 1о 6 18

При остальных значениях к Е Ъ решения нет.

Ответ:



364 Обратные тригонометрические функции и их графики

т-т Т гл
?7Г ( ТГ

При к = О — > cos х + — > —

—,
6 \ 4/ 6

7n ТГ / 7Г \ 7Г

но — > 1, а —1 < —— < 1, тогда cos [ х + — ) > —

—;

( 7г\ ТГ

arccos = 7Г — arccos —;

V 6 У 6’

arccos

7Г

arccos — —

7г, значит

7Г 7Г 7Г
7Г — arccos — + 27гп > ж + — > arccos — — 7г + 27гп;

6 4 6

37Г 7Г 7Г 57Г
— arccos — + 27гп > х > arccos — — + 27гп.
4 6 6 4

isinx
Ti-arccos^

arccos—-я
о

При других к Е Z решения нет.

Ответ:
17 7Г 57Г 37Г 7Г

л 1 ,

< I arccos — — + 27гп;
— arccos — + 27гп ] | п Е

6 4

2. Решите неравенства:

6

7Г

1) arctg ж > —.

у = arctgх Т ; D(y) = (-оо; оо); £7(j/) =

.

, ч
тг л/3

у = tgx t , тогда tg (arctgх) > tg —; х > —.
о о

^

|CS|
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7Г
2) arccos х < —.

«3

у = arccos а; ! ; £>(?/) = [-1; 1]; £(у) = [0;тг];
1

7Г

cos (arccos х) > cos —;
о

Ответ: ( ^; 1

х >

1 1

2’ 2

3) arcsin 2х > arccos ж.

?/1
= arcsin 2х\ D(y\) =

у2 = arccos х; D(y2) = [-1; 1]; Е(у2) = [0; 7г].
Неравенство, возможно, выполняется только

при х £ £>(Н), где D(Н) = D(yi) П D(y2).

Тогда Е(у\) П Е(у2) = 0;
7Г

т. е. если arcsin 2х Е

1

0;
7Г

С [0; 7г],

тогда х Е 0; с учетом £>(Н) =
1 1

2’ 2

Значит arccosжЕ

7Г
На 0;

7Г 7Г

3;2
7Г 7Г

arccos 0 = —; arccos -

2’ 2 3

у = sinx j ,

значит sin (arcsin 2ж) > sin (arccos х);

I'M
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4) arccos(8x2 — bx) < 2 arccos ж.

у
= cosx | на [0;7г], тогда

cos (arccos(8x2 — 5ж)) > cos (2 arccos ж);

,2 _ ^ 0^2 , Г 6ж2 - 5х + 1 > О
8ж2 — 5ж > 2ж — 1

— 1 ^ 8ж2 — 5ж ^ 1 ;

-1 ^ ж < 1

8ж2 — 5ж — 1 = 0; Ж152 =

1 1
\3

8ж2 — 5ж — 1 < О

8ж2 — 5ж + 1 ^ 0 (Уж)
’

— 1 ^ ж ^ 1

5 ± у/57
16

’

5-757" 5+757
X

16 16

-1 1

X

Ответ:
5->/57 1

16
’

3 I
U

I 2’

1 5 + \/57
16

5) arcctg ж < arccos 2ж.

D(y) =
1 1

2’ 2

ж >

л/1 — 4ж2

; у = ctg ж | на (0; тг);

:tg (arccos 2ж);

(см. табл. на стр. 301).

ctg (arcctg ж) > ctg (arccos 2ж);

2ж

ж (^y/l — 4ж2 — 2^ > О

1 1

2’ 2
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х е
11

2’2

х > О

1 - 4х2 > 4
'

х < О

1 — 4х2 > О

1 — 4х2 < 4

1 1

2

1

Х G ' 2’2

х > О

2
3 0

4
х < О

1 1
— - < X < -

2 2

2
3

х >~4

Ответ:

6) 2 arctg х > arcsin х.

* / 7Г 7Г

у
= sinx Т на —

—;
—

у

V 2 2

sin (2 arctg х) > sin (arcsin х);
2 tg (arctg x)

1 + tg2 (arctg x)
— 1 ^ x < 1

2x

> x

1 . 2
^ X

1 + X1

-1 < Ж < 1

,
так как sin 2a =

x(l + x2 — 2)
1 + x2

< О

x(x + l)(x — 1) < О

-l^x^l

"Ь1<0

2tg a

1 + tg2 a
’
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Тренировочная работа 19

1. Вычислите:

1
. ( ЗЗтг

1) — arcsin cos ——

7г V 5

2) cos (2 arctg 2) — sin (4 arctg 3);

оч . Л Л (1 .
15

3) sin I 2 arctg
- 1 • tg I - arcsin —

4) \7Г arctg I ~4 J + arctS 1 “з

5) sin2

6) sin2

1 4
- arcsin - — 2 arctg(—2)
2 о

1 ( 1
arctg

- - arctg I --

7) 7
,

7тг 1 2
,

tg( j
+

2
arccos

7 ) +
7тг 1

arccos

o4 3 / .11 .13
8) — arcsin — + arcsin —

7Г \ 14 14

VTn,
1 / . .

X

9) — arcsm ж — arcsm —

7Г V V2

l/„ .2®
10)

— I 2 arctg ж + arcsin

при x > 0;

7Г 1 + Ж2
при ж < —1.

2. Решите уравнения:

1) arcctg 7 + arcsin ж
7Г

4
’

2) arccos ж + arccos 2ж
7Г

з;

3) arccos ж = 2 arccos (ж\/з) ;

4) arcctg^ — 1) + arcctg ж + arcctg^ + 1) = arcctg Зж;

-<il

to
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ж

5) 2 arccos — = arccos(3 — х);

6) 2 arcsin ж = arccos (2xy/l — ;

7) arcsin x = arccos y/l — ж2;

8) tg (5 arctg x) — ctg (5 arctg x).

3. Найдите E(y) (область изменения функции):

1) у =
— (2 arccos ж — arccos (2ж2 — l)) ;

2 ( 1 — ж2 \
2) у =

— 2 arctg ж
— arccos ~ ;

7Г \ 1 + х1)

^
1 ( .

0
.

2ж + л/1 -4а;2 ^
3) у =

— arcsm 2ж — arcsm = .

Л у/2
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Решение тренировочной работы 19

1. Вычислите:

п
1

• ( 337Ч1) — arcsin I cos —— =

7г V 5

7Г
. ( 337Г

— — ^ arcsm I cos ——

Z Vo

1
= — arcsin

7Г

= — arcsin

7Г

i ^
37Г

COS I on + —

n n

008 1
2
+

10

1
arcsin

n

sm

n

10

1

n

n

10
-0,1

2) cos (2 arctg 2) — sin (4 arctg 3).

tga = 2;а) Пусть arctg 2 = a

cos 2a
tg2 OL

cos 2a
1 + tg2 a

б) Пусть arctg 3 = /3; tg/3 = 3;

sin 4/3 = 2 sin 2/3 • cos 2/3;
2 tg/3

1-4

1 + 4

sin 2/3 =

cos 2/3 =

i+tg2/?’
i — tg2 /?
1 + tg2/?’

sin 2/3

cos 2/3 =

23

i + з2:
1 — 32

1 + 32

3

5"

3

5’

4

5’

sin 4/3 = 2 - -

5

4\
_ _24

5/
~

25

в) cos (2 arctg 2) — sin (4 arctg 3) =

3 ( 24Л
_

24 - 15
_

9
~

_5
_

V 25/
~~

25
~~

25
0,36

3) sin ^2arctg-tg Q
.

15
Л
arcsm —

2 17
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лп .15 .15
б) Пусть arcsm — = a; sine* — —; а€ 1 четверти;

а 1 — cos а Г (15 \2 8
tg 77

=
—: 5 cosa =4/!- — = —;

tg-

2

а

sina

1 17
_

3

~ИГ~
~

5'
17

в) sin ^2 arctg 0 • tg Q arcsin ^
4 3 12

5 5 25
0,48

17 J 17’

4) I7Г arctg ( j + arctg

a) Пусть arctg ( — -

j = a; tga =
—

б) Пусть arctg

tga + tg/3

/3; tg/3 = —

в) tg(a + /3) =

tg(a + P) =

1 - tga • tg/3’

(-1) 25

12

-НЖ)
12-12

12

25
’

0
*

7Г

Значит tg(a + /3) не определен, т. e. a + (3 = — или

7Г 7Г

Ho —— < a < 0 и — — < /3 < 0, значит подходит

только a + (3
7Г

г)
7Г

arctg ( j + arctg -;•(-?) "ЕВ-
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5) sin2
1 4
- arcsin - — 2 arctg(—2)
А о

т-г -4 4 7г

Пусть arcsin - = a; sma = 0 < а < —;
5 5 2

arctg(—2) = /3; tg/?=-2; < (3 < 0;

f OL \ OL OL

sin I — — 2/3 I = sin — • cos 2/3 — sin 2/3 • cos —.

\ Zi J Zi z

a) sin
а

'
1 — cos a

cosa = л/l ~ sin2 a;

cosa^/l- ( I) = | (0<a< |),
.
«

значит sm — =

2

1

a

cos — =

2 \
i +

2

2\/5

•v/5
5

’

6) sin 2/3 -
x

sin 2/3
—

2 ( 2)
1 + (-2)2

cos 2/?= ! Т!ё2^ cos 2/3 =
1 — 4 3

1 + tg2 /?
a

„ ,Л \/5

1 + 4 5

3\ / 4\ 2>/5
_

\/5
5/

~

V 5/ ”5“
“

T
2

1 4
- arcsin - — 2 arctg(—2)
2 5

r) sin2 0,2

Ol
|
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ч . tg а л
7г

a) sina = ===; 0 < а < —; sina > 0;
dty/l + tg2 а 2

sma =

1 + (О
2 5

’

7Г

2

sin/З =

б) cos/З =

cos /3 = -

< /3 < 0; sin/3 < 0;

1+Н)
1

л/lo
IF'

7Г

-2
< ^ < 0; > 0;

1 з>/1о

1 + Н)‘
10

’

7Г

0 < a < —; cos a > 0; cos a =
2л/5

1 + (О
... V5 ЗуДО / л/1о\ 2л/5

в) sin(a: - (3) = — — I —— | • -
=

у/50
50

5 =

5 10

5y/2 y/2
IF

-

~2’

10 j 5

г) sin2 arctg i - arctg 0,5

7) 7 ,
7тг 1 2\ /7тг 1 2

tg I T
+

2
arCC°S 7/+tgVT_2 arCC°S

7

2 2
л

тг

Пусть arccos - = a; cosa = 0 < a < —;
i / z
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ч
а 1 — cos а

a) tg - =
: ;

2 sm а

sin а = л/Г

=

3\/5
(sina > 0);

3\/5
7

\/5
3

‘

/7л а

б) tg(T+2
-1 +

ч/5

1 +
л/5

у/b — 3

л/5 + 3

(\/5 —З)2 14 — б\/5 7-3^5
5-9

в) tg
7тт а

~

2

■tg!

, 7тг

tgx tg 2

i + tg x
• tg :

1-tgf

Учтем, что tg

i + tgf

tgf-i'
y/Ba

-, тогда

7л a 1 +
VE

tg(T-2)=-

(3 + y/b)2

1 3

3 + л/5
3 — л/5

7 + 3\/5

tg
7тг 1 2\ /7тг 1 2
— + - arccos -l+tgl—-- arccos -

7-3^5 7 + 3\/5
= -7.

r) 7
,

7тг 1 2
tg I -j

+
j
arccos

7)+t6(
77Г

T
arccos

CM
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оч
3 / .11 .13

8) — arcsm — + arcsm —
'

7г \ 14 14

ч
_

11 11 7Г

а) Пусть arcsm — = a; sm а — —— 0 < а < —;' J
14 14; 2

arcsin ^ =05 sin/? = ^ 0 < ^ f •

б) sin(o; + /3) = sin а • cos /3 + sin /3 ■ cos a;

i /11\2 5^3 л
тг

cos“ = V1_lnJ =ir; 2;

—H$ -Т?!
11 Зу/З 13 5y/3 98y/3 y/3

тогда 5,n(a + ffl = ^ ^

73 -д- 27Г
Если sin(a + /3) = —, то « + /?=— или a + /3 = —,

2 о о

но так как

11 у/2 тг

sin a = — > —-, т. е. a > —, и
14 Z т:

. _ 13 у/2 . 7Г 7Г

sm =

14
>

"г”’
Т'е' >

4’
Т0 “ >

2'

2тг
Итак, a + (3 = —-.

• о

. 3 / .11 .
13\ 3 2тг

в) - arcsm — + arcsm — = - • — = \2\.
7г \ 14 14/ f 3

„ч 1 / .
х — у/1 — х2 \

9) — arcsin х — arcsm — ■= при х > 0.у
ТГ V у/2 )
а) Пусть arcsin ж = a; sina = ж; так как ж > 0, то

7Г

0 < a <

cosa = л/1 — sin2 a; cosa ^ 0, так как — ^ a > 0.
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б) Пусть arcsin
х

= /3; sin/3 =
VT

y/2
”

y/2
Учитывая предыдущие обозначения, получим

since
sin /3

y/l — sin2 a sin a — cos a

y/2

\/2sin (a -
71

=

V2

ТГ

sm | a
—-

4

Тогда cos/3 = y/l — sin2/3 = cos ^ ;

7Г 7Г
так как — — ^ /3 ^ —, то cos/3 ^ 0,

Z Z

t. e. cos ^a — ^ 0.

в) sin(a — /3) = sin a • cos /3 — cos a • sin /3 =

7Г \
.

7Г y/2
= sin( a - a + -

J
= sm - =

—,

тогда

a — (3 =
Зтг

37Г 37Г
1. Проверим: a — (3 = —, значит a = — + p,

37Г
^

7Г 37Г _

^
7Г

T.e. 0 < — + ^

Следовательно,
—— < arcsin

Учитывая, что у
= sinx на

ж — \/1 — х2

ющая, получим

. ( .
X

sm arcsm —

y/2
7Г 7Г

_2’ 2
возраста-

— у/1 — х2 7Г

^ sin I --

ж у/1 — х2
^

у/2
^ 2~
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Отсюда следует, что ж — л/1 — ж2 ^ — 1;
х + 1 ^ \/1 — ж2; так как х > 0, то

(х + I)2 ^ 1 - ж2;

2ж(ж + 1)^0;

Зтг
но [—1; 0] (£_ (0; оо), значит а — (3 = — не

подходит.

ТГ

2. а — (3 = —. Рассуждая аналогично, получим

х — 1 ^ л/1 — я2, по по D(y) 0 < ж ^ 1.

Значит ж — 1 ^ 0 всегда, т. е. у/\ — х2 ^ х — 1

всегда, а значит а —

р =
— — истина.

1 7Г

Тогда, учитывая, что — • —
= 0,25, получим

ТГ 4

if. .
ж —л/l —ж2

— arcsm ж — arcsm ■

к у y/2 j

1 ( 2х \
10) — [ 2 arctg ж + arcsin ~ ) при ж < —1.

7Г \ 1 + ж1)

0,25 при ж > 0.

а) Пусть arctg ж — a; tga — х.

тг тг

Так как ж <
— 1 и у = tgж на —;

—

J
возрастать тг\ тг тг

ющая, то tga < tg ( -- I = -1; -- < a <

тг
—7Г < 2a < —

—.

Z

т-r
2ж _

.
_ 2ж

б) Пусть arcsm к = р, т. е. smp =
«.; J

1 + ж2 1 + ж2

2ж

1 + ж

7Г 7Г

Но ж <
— 1, значит

i t
< 0 и в силу возрастания

у
— sin ж на

2’ 2

тг

sin/3<sinO, т.е. —— ^/3<0.
Z

.

m
2х 2tga .

в) Так как tga = х, то =• = к— = sin2а.’ &
1 + ж2 l + tg2a
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2х

1 + х2

Учитывая, что arcsin (sin ж) =

г) 2 arctg х + arcsin ——^
= 2а + arcsin (sin 2а).

х — 27тк, — ^ + 27тк ^ х ^ ^ + 27тк
Z Z

7Г 37Г
7г — х + 27rfc, — + 2ттк ^ ж ^ —- + 27rfc

7Т

и—тт < 2а < —

—, нам подходит только второй

случай при к = — 1, т. е. arcsin (since) = 7Г — се — 27г.

Следовательно, в данном случае

arcsin (sin 2а) = —7г — 2а, т. е.

2х
2 arctg х + arcsin ~

= 2а — тт — 2а = —тт.

1 + х1

1 Л 2ж \ 1
, ч

Тогда — 2 arctg х + arcsin J = — • (—7г) = —1
7г \ 1 + х1) тт

при х < —1.

Для вычисления можно использовать производную.

Действительно, так как

(arctg ж)' = 1 ^ 2,
и (arcsina:;)/ — /у

^

2?
то

1 + ж2
’

vT ж
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У
тг (1 + х2

21 + Х2) — т-е- У
— const.

Выберем для удобства х — —у/3 < — 1;

■n(-VS) = 1 ^2arctg (-~./з) + ага/1. /TJ^j)
= 1*(-Ь~1)=-1-

2. Решите уравнения:
_ .

7Г 7Г

1) arcctg 7 + arcsin ж = —; arcsin х — — — arcctg 7;

так как 0 < arcctg 7<-^,то0> — а

7Г 7Г
.гг

ТГ

Получим — > — —arctg7> — —, но

7Г 7г\

4’4У

7Г / 7Г
— +T
2* V 4y

7Г 7Г

С
•
—

2’ 2
7Г

т. е. — — arctg 7 Е ,
а значит не выходит из

7Г 7Г

2’2

области изменения у = arcsin га.

Тогда sin (arcsin х) = sin — arcctg 7^ ;

sin(arcsinx) = ж.

Вычислим sin ^ — arcctg 7^ =

= sin ^ cos (arcctg 7) — cos ^ • sin (arcctg 7).

Напомним:

ctg a .
1

cosa = ===; sma = ===;

iyl + ctg2 a ±\/l + ctg2 a

( n\
arcctg 7 G I0;—l ,

т. e. sin a > 0, cos a > 0.

cos (arcctg 7) =
cts(“«‘87)

-

7

y/l + ctg2 (arcctg 7) Vl + 72

7\/50 7y/2
50

~

IF'
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sin (arcctg 7)

7Г

Значит sin ( — — arcctg 7

-i-Ъ-** т-е‘ж = 0’6-

1 J_ _

у/2

y/l + ctg2 (arcctg 7) л/50 Ю

у/2 7у/2 у/2 у/2
10 10

Ответ: х = 0,6.

7Г

2) arccos х + arccos 2х = —.

о

7Г

arccos 2х = — — arccos х, тогда
о

cos (arccos 2х) =

(arc

л/З

7Г / ч .
7Г

. / ч
= cos

— • cos (arccos х) + sin — • sin (arccos x);
о о

2x = ^ • ж + • ^\/l — x2^ ; (см. табл. на стр. 301)

^ = ^i-*2-
2 2

^x2 = 7(1 - x2) 4x2 = 1
4 4

x > 0

1

Ж=2

X = 1 ;

2

X

Проверим.
1 1 7Г

При x = - arccos - + arccos 1 = —;
A A о

7Г 7Г 7Г 7Г
— + 0 = —;

— = — — истина.
3 3’ 3 3
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3) arccos х = 2 arccos (ж\/3).

cos (arccos х) = cos (2 arccos (х\/3)) ;

i cos 2a = 2 cos2 a — 11

x = 2 (cos2 (arccos (хл/З))) — 1;

x = 2 (жх/3)2 — 1;

*

2

1
‘

х~~з

6x2 — rr — 1 = 0;

Проверим.

v
1 1 ч/з

а) x = -; arccos - = 2 arccos —-;
2 2 2

’

7Г 7Г
— = 2 истина.

3 6

1 / 1\
n ( \/з\

б) x = —

-; arccos I — - 1 =2 arccos I —— I ;

1 of7Г — arccos - = 2 7Г — arccos —

ложь, так как

1
7Г — arccos - < 7Г

/ л/зЛ
2 I 7Г — arccos 1 > 7г

1

7г — arccos >
— I

Ответ: х = -.

2

Примечание. Вопросы равносильности

преобразований для уравнений, содержащих arc-функции,
довольно трудны, поэтому прямая проверка бывает более

эффективной и простой.
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4) arcctg(x — 1) + arcctg х + arcctg(x + 1) = arcctg Зх.

. arcctg(x — 1) + arcctg(x + 1) = arcctg Зх — arcctg x;

sin(a + Д) Ф Ch
, /

лч ctg a • ctg /3—1 . .

ctg(a + (3) = —

при i sma ф 0

ctg(a - (3)

ctga + ctg (3

ctga
• ctg(3 + 1

при

sin (3 ф 0

sin(a — 0) ф 6
sin a ф 0

sin (3 ф 0ctg p
— ctg a

ctg (arcctg(x — 1) + arcctg(x + 1)) =

= ctg (arcctg 3x — arcctg x);

ctg (arcctg(x — 1)) • ctg (arcctg(x + 1)) — 1

ctg (arcctg(x — 1)) + ctg (arcctg(x + 1))

_

ctg (arcctg 3x) • ctg (arcctg x) + 1

ш

тогда

{

ctg (arcctg x) — ctg (arcctg 3x)
’

(x — l)(a: + 1) — I _Zx • x + \

x — 1 + ж + 1 x — Зх
’

x ф О

х
2
- 2 Зх2 + 1

2х —2х

х Ф О

Зх2 + \ + х2 — 2 = 0 х
1

4

Проверка:
1

2

1

Ж=2
1

'

Х~~2

а) х

arcctg [
- -

J + arcctg
- + arcctg

- = arcctg

113 3
7Г — arcctg - + arcctg

- + arcctg
- = arcctg

z* z* z* z*

3 3
7Г + arcctg - = arcctg - — ложь.

A A

l

arcctg
~ j +arcctg (—^ j +arcctg ^ = arcctg (-|

7Г + arcctg

Ответ: 0.

(-D- arcctg —

ложь.
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х

5) 2 arccos — = arccos(3 — х).

cos ^2 arccos = cos (arccos(3 — ж));

2cos2 ^arccos — 1 = 3 — x;

2^^ —1 = 3 —ж; \^x2 + re — 4 = 0;

x2 + 2x — 8 = 0;

Рассмотрим D(У):

x = 2.

^1

3 — x\ ^ 1

( -2^ x ^2

\2^x<4
Получили D(Y) = 2. Проверкой x = 2 подтверждаем,

что это корень.

Ответ: х = 2.

Примечание. Если бы мы догадались сразу

установить D(У), то решение было бы значительно проще.

6) 2 arcsin ж = arccos ^2ху/1 — х.
cos (2 arcsin ж) = cos ^arccos ^2ж\/1 —
1 — 2 sin2 (arcsin re) = 2x\/l — ж2;
1 — 2ж2 = 2ж\/1 — ж2.

Чтобы решать дальше, проанализируем ситуацию.

Так как 7Г > arccos ^2ж\/1 — ж2) ,
то

— ^ arcsin ж > 0, значит ж G [0; 1], тогда на [0; 1]
2

1 — 2ж2 = 2ж\/1 — ж2 <

0 ^ ж О
1 — 4ж2 + 4ж4 = 4ж2 — 4ж4
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V2
О ^ ж < -г-

8ж4 — 8ж2 + 1 = 0

ж — — 2 + V2 .

ж = ^1/2 - V2

) Очевидно, что \/2 + \[2

V2

V2

верно.

б) Проверим ^ — л/2 ^

2- л/2 ^ 2; —л/2 ^ 0 —

Ответ: х — \ \А ~ V2.
Z

7) arcsin ж = arccos y/l — ж2. Выясним D(У):

1 — х2 ^ 0

cos(arcsinx) = cos ^arccos y/l — x2^ ;

7Г 7Г
так как — ^ arcsin x ^ —

—, то cos(arcsinx) ^ 0.
z z

y/l — cos2 (arccos x) = y/l — x2; y/l — x2 = y/l — x2 —

похоже, получили тождество на [—1; 1].
Увы, мы ошиблись, так как может быть, что а / (3, а

cosa = cos/? (например, cos ^ = cos

Вернемся к исходному уравнению.

arcsin х = arccos vT
7Г 7Г

Так как 7г ^ arccos(l — х ) ^ 0, а — ^ arcsinх ^ ,

то равенство в уравнении возможно только при

7Г

arcsin х Е 0; , но тогда х Е [0; 1], значит

arcsin х = arccos y/l — х2 тождественно только на [0; 1].
Ответ: [0; 1].
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Примечание. Если бы мы были более

внимательны к тождествам в таблице, отражающей соотношения

между arc-функциями, то мы бы сразу использовали

формулу 8.7. В данном случае мы ее просто доказали

(см. стр. 300).

8) tg (5 arctg х) = ctg (5 arctg x).

_ 7Г

Так как arctg x + arcctg x = —, to

z

tg (5 arctg ж) = ctg ^5 ^ — arctg x

tg (5 arctg x) = ctg — 5 arctg x

tg (5 arctg x) = tg (5 arctg x).

7Г / 7Г \
Если 5 arctg ж Ф d= —; x ^ ± tg I — J ,

то утверждение

истинно.

7Г

Ответ: любое х ф ± tg
— есть решение данного

уравнения.

3. Найдите Е(у) (область изменения функции):

1) у =
— (2arccosx — arccos (2х2 — l)) Е(у) =?

Обозначим arccosх = а Е [0;7г], тогда х = cosa,

значит 2х2 — 1 = 2 cos2 а — 1 = cos 2а. Известно, что

, n
v Г 2а — 2тгк; 2ттк ^ 2а ^ (2к + 1)7г

'

arccos(cos2а) = <
, о / /о/ i\ / /о i

•
4

[ —2а + 2пк; (2к — 1)тг ^ а ^ 2пк

Так как 0 ^ 2а ^ 27т, то

а) на [0;7г] arccos(cos 2а) = 2а при к = 0 (первый
7Г

случай), тогда на

(2а G [0; 7г]);

°’
2

у(а) = —(2а — 2а) = 0.
7Г
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б) на [7г;27г] arccos(cos2a) = —2а + 2тт при к = 1

(второй случай), тогда на
7Г
:;*г

1 4ГУ О7Г

у(а) = — (2а — (2а+2п)) = ; (2a G [7г;27г]);
7Г 7Г

4q/ — 27г
у(а) = возрастающая линейная функ-

7Г

ция относительно се, значит

7Г
4 4^-2тг

0;
7Г

/ 47Г — 27Г
у(7г) = = 2.

7Г

Т.е. Е(у) = [0; 2] на [0; 7г].

Рассмотрим другой способ нахождения Е(у) для

у =
— (2 arccos х — arccos (2х2 — l)) .

Найдем Е(у), используя аппарат дифференциального
исчисления.

у' = (arccos х)' =
л/1 — X2

’

у' = (arccos (2х2 — 1))/ =
4х

У +
тг \ \/1 — х2 2|х|л/1 — х2

—2|х|-\/1 — х2
’

4т \

\ D(y) = [-l;l].

а) на х > 0 у' = 0, т. е. у = const на (0; оо);

1/(1) =-(2-0-0) = 0.
П

4
б) на х<0 у1 — < 0; у(а) | (убывающая).

VI ж2

!,(о)=^ (2 • I_ л‘)=
y(-l) = “(2 ■ тг - 0) = 2;

7Г

значит Е'(г/) = [0;2] на [— 1; 1]. 1 %
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2 / 1 - х2 \
2) У —

—

\ 2 arctg х — arccos ~ ] Е(у) =?
7Г \ 1 = ж2/

Пусть arctgх = а, тогда tga = х,

( ТТ 7г\
причем a е ( - I ,

1 — х2 1 — tg2 а
значит =

о—
= cos 2а.

1+х2 1 + tg2 а

1 — х2
Отсюда следует, что arccos

j-j-—^
— arccos(cos2a), где

Г 2с

arccos(cos 2а) = <
2а — 2тгк, 2ттк ^ 2а ^ 27тк + тг

2а + 27тк, (2к — 1)7г ^ 2а ^ 2ттк
'

Покажем, что это возможно.

а) в первом случае при к — 0 0 ^ 2а ^ 7г; 0 ^ а ^

7Г 7Г

но по определению
—— < а < —,

7г\
значит на 0; — J arccos(cos2a) = 2a,

7г\ 2
тогда на 0; — ) у(а) = —(2а — 2а) = 0.

L 2) тт

б) Во втором случае при к = 0

—7г < 2а ^ 0; —^ ^ а ^ 0.

тт тт ( тт

Учитывая, что — — < а < — на I — — ;0

j,(a) = -(2a-(-2a)) = —-

ТТ тт

возрастающая линейная функция.

у ) = _4; »(°) = °-

Т.ена(-|;£) E(y) = (-4;0].
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1 I ■
„

•
2ж + >/1 — 4ж2 \ .

0

3) у =
— I arcsm 2ж — arcsm — I ; Е(у) =г

Пусть arcsin 2х = се, где се Е
7Г 7Г

2’ 2
, тогда since = 2а;,

значит

2ж + л/1 — Ах2 sin а + л/1 — sin2 се

v/2
sin се 4- cos се sin се 4-cos се

у/2
= I на

7Г 7Г

2’2
cos се ^ О

1 1
.

7Г
.

7Г
—= sm а Н ■= cos а = sm се • cos — + sm — • sm а =

y/2 y/2 4 4

= sin ( ce + —

Так как arcsin ( sin [ ce 4- — ) ) =
7Г

7Г
л ,

7Г
,

7Г 7Г

ce + — — 2тгк, — — -h 27t/c ^ ce + — ^ + 2ixk
4 2 4 2

= < 7Г — ce

7Г 7Г 7Г 3
— + 27Г&, — 4- 27rfc ^ ce -h — ^ -7r 4~ 2nk

^

4 2 4 2

то рассмотрим при к = О

v 7Г 7Г 7Г

а) первый случай ^ се 4- — ^ ,

Z “Е Z

к ^
7Г

4’
7Г 7Г

_2 5
4

7Г 7Г

2’ 4

7Г

2

arcsin sin се 4-

3
,

т. е —-7г ^
4

значит на

тогда на

у(се) = — ^се — arcsin ^sin ^се 4- ^

:)-ч

7Г

2’
7Г

= се +
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б) на ^J будет находиться уже в условиях второ¬

го случая при к = 0.

ТГ ТГ ТГ 7Г 3

Действительно, если — ^ а ^ ,
то

— ^ а +

значит на
тт тг

4’2

у(а) = — — arcsin ^sin + —

=1{а-Ь+а)=1{2а~Ь
Так как j ^ а ^ то - ^ 2а ^ тг, а значит

4 А А

тг 3
^

тг , .

-- < 2а - -тг < -, т.е. у{а) G
4 4 4

11

4’ 4

Подводя итоги, приходим к выводу, что для функции

1 ( .
2х + л/l — 4х2 ^

у(х) = — I arcsin 2х — arcsin

~j=
I

Е{У) =
11

I’ 4
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Системы тригонометрических уравнений

Практикум 17 (Системы уравнений)

Решите системы:
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Решение практикума 17 (Системы уравнений)

Решите системы:

cos х + cos у = О

1) { 47Г
1
х
—

у =
—

X + V х — у
2 cos —-— • cos —-— = О

4тг
х-у

х + у 2тг
2 cos —-— • cos — = О

2 3
4тг

х=у+у
х + у „

cos —-— = О
2

47Г ’

х = у+у

У + У + % тг

2
~

2
47Г

х = » + т

Х + у 7Г
—

=2+rt
47Г

* = !/ + Т

+ тгк

2тг тг

у =
-- + -+жк

2тг тг 47Г
,

x = -- + - + - + *k

2тг тг

!/+T=2+rt
4тг

1=!,+т

7Г

У = -g
Н-тгА;

7тг
X = —- + 7Г/С

6

ТГ

) |fcGz|.

2)
sin х + sin у = 1

тг

х + У =
~

. х+у х-у
2 sm —-— • cos —-— = 1

х + у
тг

ТГ X — у
2 sm — • cos

6 2
тг

z + y=3
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x-У 1
cos

—-— = 1

X + у
7Г

х-у
27Гк

7Г

3 -У-У
— 2лк

7Г

7Г

X = — — У

3
*

7Г

у =
- + 2тт
6

ТГ ТГ

х
—

— 2тт
3 б

У
-

g
= 2тгп (п =

7Г

х — — —

у
3

*

ТГ
= 1- 27ГП

6

-fc)

ТГ

х = 2лть
6

Ответ
7Г

27гп; ^ + 2тгп^ | п € Z

vs

3)
cos X • cos у =

7Г

х+у=--

i [cos(ж + у) + cos(z - у)] = -^
Ж+ У =

7Г

cos + cos(x - у)
V3
4
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ТГ ТГ
2х — — Ь тгк

2 6

у = -х
тг

6

тг тг

Х=6 + 2к.
тг

’

У -х

тг тг -

1 =

6
+

2

2/

Ответ

тг тг тг

■б“2*-в

7Г 7Г _

6
+

2
7Г 7Г

V
=
—X

—

ТТЛу
3 2

4)

: {(i+i*5-!"!*) i*gz}-
V2

sm ж • cos у =
— -

37Г
2/-ж

- (sin(rc+y)+sin(x-j/)) =

Зтг
y-x = —

4

i (sin(x + y) + sin (“^)) = ~
V2
4

Зтг
у-х =

~4

sin(x + у) -

Зтг
у-х =

Т

х + у = 7гА:

37Г :

у = х +
Т

V5
_ _\/2

У
-

2" sin(x + y) = 0

Зтг
У = х+

—

Зтг
x + x H—— = ЖК

4

Зтг
У = х + —

Зтг тг _

I =

-T
+ 2*

37Г 7Г
,

37Г
у = (- —к НУ

8 2 4

37Г 7Г
,

* = -Т+2*
37Г 7Г _

У = -тг Н—к
8 2

Ответ:= «■
ЗТГ 7Г

,
37Г 7Г \

, _1
T+2*;T+2*J
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sin х — 2 sin у = О

5W 5л
1
х-у=

—

sin (у + y) - 2sin?/ = О

х = у +
5л

57Г
.

5л
sin у

• cos — + cos у
• sin —

о о

ж = у +
Ъж

т

\/3

2 sin у = О

- sm у
— cos у

— 2 sin у — О

5л

tgy

х = у +

л/з
3

.

57Г
’

7Г

у =
-- + 7ГА:

6

— - sm у
2

*

57Г
* = У+Т

cos у

х = у +
5л

7Г

У = + 7г/г
о

7Г 5л
X = — + лк

6 3

У — —77 + пк
6

37Г
ж = —- + лк

Z

Ответ = {(*•
7Г

57г + лк; — — -Ь 7rfc ) | fc Е Z f .

6) <
,

V3 .
1

2 cos ж sin у —
- cos у

2 2

л

1 n/з .

2 cos х = - cos у +
— sin у

Z Z

X + у =
7Г
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I
п \ п

.
тг

2 cos ( — —

у 1 = cos — • cos у + sm — • sm у

7Г

(I - у) = C°s (| - !,) Jcos(|-y)=02 cos { — —

у ) = cos

7Г
х = — —

у
3

*
7Г

7Г 7Г _

3~У=2+rt
7Г

Х =
о -У

7Г 7Г
=

2
_

3
^

7Г 7Г 7Г

X = — + — — — + 7Г/ь
3 2 3

7Г

77 = —— — 7ГкУ
6

ж = — + тгк

Ответ:
7Г 7Г

^
+ 7г/с; -- — 7г/ь ) | /г Е Zfc) | к g z|.

COSX + COS у
= —л/з

ж + у ж-у
2 cos —-— • cos —-— V3

тг

\х + у\ = -

Так как у
= cosx

—

четная, то

ТГ Х-у К
2 cos — • cos —-— = vo

6 I

\x + y\ =
тг

л/З cos
Х-у

= ->/з

|ж + у| =
тг

х-у ,

cos —-— =
— 1

I
п

\х + у\ = 2

1^1=тг + 2тгк
2

к + у| =
3
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х — у = 2л + 47тк

тт ф+(2)
х + у =

х + у
тт

3

®-ф

7Г

2х — — + 27Г + Алк
о

2у
7Г

27Г — 47г/с

7Г

2ж = —— + 27г + 47гк
о

7Г

2у = —— — 2л — 47Гк
о

Ответ: | + 27г/с; — — 2лк

7л
х = — + 2лк

6

У = —^— 2тг/г
о

5тг
л ,

X = — + 27г/с
б

771-
у =

—— - 2лк

+ 2лк\ — 2пк ) | к G Z |^ |fc€z|.
sin ж + sin у = 1

8) { |
, 2тг' \х~у\ =

у

.
ж + у ж-у

2 sin —-— • cos —-— = 1
2 2

I I
27Г

Щ-У\ =

у

Так как у = cos ж — четная, то
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Практикум 18 (Системы уравнений)

Решите системы:

1)

2)

л/3
sm х • cos у = -j-

sin у
■ cos x = ——

sinx •

siny =
-

y
2

1

i
1

cos X ■ cos у =
-

y
2

. i sin2 x = cos x ■ cos у

' cos2 x = sin x ■ sin у

4)

•

-u
• ^

sm x + sm у =
—-

z

л/З5
COS X + cos у =

—

z

5,
, 4tg3x = 3tg2y
' 2 sin x ■ cos(x — y) — sin у

’

6) {^2
4ж + 3 cos x = 8y + 3 cos 2у

4.x2 — xy
— Z — x — у

7)

'

tg2 7ГХ + v^sin 7ry = 0

(y3 - xy
- 6)1/4 • з1-* - 2 - ( i') =0’

J sin4 ЖХ + y/\ + COS 7Гу = 0
’ \ (x3 + y2 + 2xy - 5)%/7 • 2У+2 - 3 • 4У - 10 = 0

'
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Решение практикума 18 (Системы уравнений)

Решите системы:

1)

у/3 ^ ^
sm х - cos у = -j-

(Т) + (2)

\/3
sm у

• cos х = — (1) — (2)

sin х • cos у + sm у
• COS х = —-

sin x • cos у
— sin у

• cos ж = 0

sin(z + y) = y. j x + у = (~l)fc^ + ^k ф+(

sin(x — у) = 0 x — у — тгп Ф-©
7Г

2ж = (—1) — -\-ттк + тгп
/ i \ &• ТГ ТГ 7Г

2?/ = (—1)к^г тгк — тгп

о

,
7Г 7Г

,
7Г

,7Г 7Г

!/=(“1)
6
+ 2fc_2"

Ответ: ■{((-l)fc7 + ^(A:+n)i(-l)fc7 + ~(fc“n)} |fc,nG
б 2 б 2 .)) | /г, n G z|.

sin а: • sin у =
- ф+(2)
1 ’

cos х
• cos у

= - (2) — (1)

cos ж • cos у + sin ж • sin у = 1

cos ж • cos у
— sin ж • sin у = 0

’

ж
—

у — 2ттк
cos(x — у) = 1

сов(ж + ?/) = 0
’

7Г

ж + ?/ =
— + тгп

Ф+@

@-Ф;
7Г

2ж = 2ттк + — + тгп

7Г

2у = — + 7гп — 2ттк

7Г 7Г

х — ——|- —п + ттк
4 2

7Г 7Г

у =
- + -п - тгА:

Ответ: |(д + ^(п + 2к); ^ + ^(п - 2к)) |&,nezj.
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v Г sin2 х — cos х • cos у (D+(2)>
\ cos2 ж = sin ж • sin у (2)—(Г)’

{
sin2 х + cos2 х = cos x • cos у + sin x • sin у

cos2 x — sin2 x = sin x • sin у
— cos x • cos у

cos(x — y) = 1

cos 2x = — cos(x + y)
’{

| у = x — 2irk

x — у = 2nk

cos 2x = — cos(x + y)
’

cos 2x — — cos(x + x — 2тгк)

{ у = x — 2'кк

cos2x = 0
’

у = x — 2ттк

7Г

2х = — + 7ГП
’

Z

у = х — 2'кк

cos 2х = — cos 2х
’

7Г 7Г
п 7

у =
- + -п - 2тгАт

7Г 7Г

х = - + -п

Ответ: | (д + ^n; ^ + ^(п — 4А:)) | А:, п G Z| .

4)
sin x+sin у-

cosx+cosy—

V5
2

л/3;

. х+у х-у2 sin —— • cos —-—

2 2

х+у х-у
2 cos — • cos —

л/3
2

V3
2
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5)

ТГ
л 7

х + у =
— + 2тгк
Z

ТГ I л/б ’

х
—- = ± arccos ——Ь 2тт

4 4

ТГ
л

_ 7Г \/б
у =

— + 2тгк —- =f arccos — 27гп
2 4 4

тг
. л

’

х = — ± arccos —— + 2тгп
4 4

тг \/б
у =

— =f arccos ——h 27г(А:
— п)

4 4
тг

, л/б
х = — ± arccos ——b 27гп

4 4

Ответ:

± arccos ^^+27гп; ^ =р arccos ^^+27г(&—n)j| A;,n Е zj
Г 4tg3x = 3tg2у

[ 2 sin х • cos(x — у) = sin у
’

f 4 tg Зх = 3 tg 2у
sin(x -|- х — ?/) + sin(x — х + у) = sin у

’

Г 4 tg Зх = 3 tg 2?/ Г 4 tg Зх = 3 tg 2у Г 4 tg Зх = 3 tg 4х

\ sin(2x — у) = 0
’

\ 2х — у = тгк
’

\ у = 2х — тгк

Рассмотрим отдельно решение уравнения

„ Л
sin Зх

Л
sin 4х

4tg3x — 3tg4x = 0. 4 3 — = 0;
cos Зх cos 4х

ч Г cos3x ф 0
°Ш : { cos4x ф 0

1

4 sin Зх • cos 4х — 3 sin 4х • cos Зх = 0;

2sin7x — 2 sinx — 1,5 sin 7х — 1,5 sinx = 0;

sin 7x — 7 sin x = 0; sin 7x + sin x — 8 sin x = 0;

2 sin 4x • cos 3x — 8 sin x = 0;

4 sin 2x • cos 2x • cos 3x — 8 sin x = 0;

8 sin x • cos x • cos 2x • cos 3x — 8 sin x = 0.
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a) sinx = 0; х — лп, тогда {
х — лп

2х — у = 7гк
1

[ у — 2лп— лк{
X = 71П

б) cos х • cos 2х • cos Зх — 1 = 0;

- [cos 4х + cos 2х\ • cos 2х — 1 = 0;
Z

(2 cos2 2х — 1 + cos 2х) • cos 2х — 2 = 0.

Пусть cos2x — t G [—1; 1]; 2£3 + £2 — t — 2 = 0;

/(1) = 0, тогда 2(t - 1 )(t2 + t + 1) + t(t - 1) = 0;

cos 2x = 1; 2x — 2np] x = ivp.

Тогда решение совпадает со случаем а).

Ответ: {(7гп; 2iтп — лк) \к,п EZ} .

( 4х + 3 cos х = 8у + 3 cos 2у

\ 4ж2 — ху
— 3 = х — у

Пусть f(x) = 4х + 3cosx; fr{x) — 4 — 3sina; > 0,

значит функция / строго монотонная, а значит каждое

свое значение принимает только один раз.

В правой части та же функция, только от 2у. Получаем
равенство f(x) = f(2y). В силу монотонности это

равенство равносильно

f х = 2у ( х = 2у

\ 4х2 — ху
— 3 = х — у

'

\ 16у2 — 2у2 — 3 — у = 0
’

( х = 2у

\ 14у2 -у- 3 = 0’

{t - 1)(212 + 3t + 2) = 0]
t = 1

2t2 + 3t + 2 = 0 (D < 0)

1

1 ± VI + 168 1 ± 13

28 3
'



Решение практикума 18 (Системы уравнений) 403

'

tg2 тгх + v^sin тту = 0

= тгк

тгп

7^(yz-xy- 6)^4-З1-*-2 - =0

m
Г tg2 ТГХ ^ 0 ( tg 7ПЕ = О Г тех

—

Так как <
4Г~. , то < . ; <

[ Vsm ку ^ 0 [ sm тту = 0 [тту =

г

< Ifc.nEZ, т. е. и ж, и у
—

целые числа.

L У = п

Из второго уравнения для существования корней

необходимо

4 • З1-1 - 2 - ^ 0; 12 • 3_ж — 2 — З-2* > 0;

- (3~2ж - 12 • 3"* + 2) > 0; (3“*) = 6±V36-2 = 6± л/34;

&-ш^777Т^ш>^х 6 + VM ^з~х >6- у/м.

Учтем, что 11 < 6 + у/34 <12; ~-т <
^
.— < —;

12 6 + V34 11

1 6->/34 111 /— 2 1

12
<

2
<

lT' 9<6<6-'/5i<TT<3'
Таким образом, 11 < 6 + \/34 <12 и - < 6 — \/34 < -.

9 3

Значит для х G Z 3~х < 12, т. е. —х ^2; х ^ —2.

Аналогично для ж G Z 3-х > т. е. —х ^ —1; х ^ 1.

Следовательно, возможные корни второго уравнения

х G {—2; —1; 0; 1}. Проверим их:

а) Пусть х = —2.

Второе уравнение приобретает вид у3 + 2у — 6 = 0.

Его целые корни могут быть только числами ±1, ±2,
d=3, ±6.

Проверкой убеждаемся, что целых корней у уравнения
нет.
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б) Пусть х = — 1. Получаем уравнение у3 + у
— 6 = 0.

Аналогично целых корней у него нет.

в) Пусть х = 0. Имеем уравнение у3 — 6 = 0 — также

целых корней нет.

г) Пусть х = 1. У уравнения у3 — у
— 6 = 0 есть

единственный целый корень у = 2.

Итак, единственная пара решений системы — (1; 2).

Ответ: (1;2).

Q>k J sin4 тгх + y/l + cos 7ту = 0
' \ (х3 + у2 + 2ху - 5)л/7 • 2*/+2 - 3 • 4* - 10 = 0

’

Решение проведем аналогично.

Из первого уравнения

Г sin4 тгх — 0 ( тгх = 7тк { х — к

\ 1 + cos 7гг/
= 0

’

\ тту — тт + 27гп
’

\ у — 1 + 2п
*

Значит, решениями системы могут быть только целые х

и целые нечетные у.

Второе уравнение системы имеет решение, если

- (з • (2У)2 -28-2У + ю) ^ 0;

14 ± ч/19б - 30 14 ± у/Ш
т,,2 = з

=

—j—■

14-VIM 14+VI66 14 + у/166
^ OJ/ ^

14 — \/16б

3уШ^ з
^1 ^

2
'

1 14-л/Ш 1
„

14 + л/Тбб п

Учтем, что - < < 8 < < 9.

Рассуждая аналогично предыдущей задаче, получим

у G {-1; 1; 3}.
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Проверим, какие из этих чисел действительно являются

корнями.

а) Пусть у =
— 1.

Из второго уравнения ж3+1—2х—5 = 0; х3 —2х—4 = 0;

х = 2 — корень. Разделив уголком, получим

х3 — 2х — 4 9 , w 9
= х + 2х + 2; (х — 2)(х2 + 2х + 2) = 0.

х - 2

Множитель х2 + 2х + 2 корней не имеет, значит

х = 2 — единственный корень, и пара (21) —

решение системы.

б) Пусть у = 1.

Второе уравнение принимает вид ж3 + 2ж — 4 = 0.

Проверкой убеждаемся, что из возможных целых

корней ±1, ±2, ±4 ни один не является корнем.

в) Пусть у = 3.

Тогда имеем уравнение х3 + 6х + 4 = 0. Аналогично

убеждаемся, что целых корней нет.

Ответ: (2;—1).



7
Тренировочные
карточки

Карточка 1

1. Разложите на множители:

.N .
5а .За

1) sm—+sm—;

2) cos 10а • cos 8а + cos 8а • cos 6а;

3) sin а + sin 2а + sin За.

2. Докажите тождества:

ч
cos За + cos а

1) -г-z :
= ctga;

sin За — sin а

sin2 За — sin2 а
^

2) 2~о г

= 2 cos 2а;
cosz За — cos 5а • cos а

3. Вычислите:

1) sin2 68° — sin2 38° — 0,5 sin 106° + 3;

. 3 (cos 20° — sin 20°)
y/2 sin 25°

3) (tg 14° + ctg28°) • cos 14° • sin 14°;
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4)

• 9 7Г 9 7Г
SUT ^

• COS
g

4 27Г
- COS4 т

9 27Г • 9 27Г
!

COS2 -g-
• sin2

о о о

^ 5(cos(f-g) -sin^)
'

7Г • 7Г
’

cos
у

• sm

. sin2 32° + sin 26°

5 cos2 32°

cos 9° + cos 51° + л/З cos 21°
7)

•

2\/3cos210

2 cos2 16°+ 2 cos2 76°-3

cos2 44°

3 cos 196° + 12 cos 164°
'

cos 16°
’

sin 43° + sin 17°
'

2 cos 13° + 3 sin 77°
’

. 3 cos 23° — 3 sin 113° + cos 203°

cos 13° • cos 10° — cos 80° • cos 77°
*
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Карточка 2

1. Разложите на множители:

-in .2а
1) 1 + sin—;

2) cos 2а + 2 sin 2а • sin За — cos 4а;

3) 1 + sin 2а + cos 2а.

2. Докажите тождества:

^ ч
1 — cos 2а о

!) * ^ а;
1 + cos 2а

cos2 а — ctg2 а + 1 9

2) -2 *2 Г
= Ct§

smz а + tgz а — 1

3. Вычислите:

1) sin 43° • sin 17° + sin2 13° - 2;

(1 + tg 10°) - cos 10°
2)

3)

y/2 sin 55°

tg 15° - ctg 15°

ctg 30°

.
2тг (tgy + ctgf)

4) sin
— ---

2 JT
cos^ n

5)

7 1 + cos
J

3 (cos j + sin yg)
2

37Г 7Г

COS Jq
• COS ^

+
1

7)

sin 14° tg 14° /
’

cos 48° + cos 42° + \/2 cos 3°

V2sin87°

8) cos2 23° + cos2 83° + cos2 37° + 3;
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3 cos 9° + sin 81°

sin 21° + sin 39°
’

sin 36° + sin 40° + sin 44° + sin 48°

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°
’

5 cos 63° + 2 sin 27° - 4 sin 207°

sin 15° • sin 78° + sin 75° • sin 12°
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Карточка 3

1. Разложите на множители:

(7г а\ (7г а\
ts (з + т) + tg (з _

4/
1

2) sin 2а • sin За — ^ cos а + ^ cos 6а;
Z Z

3) sina + sinf3 + sin(a + /?).

2. Докажите тождества:

^ ч
cos 4a + cos 2a

1) о

— = 2 cos a;
2 3a • 2 3a

COSz
~2—

sin
~y

. cos2 2a — 4 cos2 a + 3 4
2) zzz a.

cos2 2a + 4 cos2 a — 1

3. Вычислите:

1) cos2 36° - cos2 120° - 0,5 sin 18° - 0,5;

\/2(cos250 — cos 65°)
'

sin 20°
’

(tg 26° - ctg 52°) • cos 26° • sin 52°
'

me 7R°
’

cos 78

2
2 тг

• COS
g

• 2 тг ’

sm
g

27Г . 47Г
sin

~y
+ sin

-g-

/7Г . 27r\ fir 27r\ ’

5sin H
Wj

cos
уУ WJ

. cos2 34° — sin 22°

4 sin2 34°
’

cos 73° + cos 47° + 2 cos 13°
’

2 cos 13°
’
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2 sin2 85°+ 2 sin2 25° - 3

4 cos2 55°
’

. cos 71° + cos 49°
’
7 cos 11° — 3 sin 79°’

. cos 16° — cos 24° — cos 32° + cos 40°

cos 86° • sin 8° • cos 28°

3 sin 124° — cos 146° — 2 cos 34°

cos 49° • cos 15° + cos 41° • cos 75°
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Карточка 4

1. Разложите на множители:

1) cos (ji + 4а) + sin(37r — 8а);

2) sin 10а • sin 8а + sin 8а • sin 6а;

3) cos а + 2 sin 2а — cos За.

2. Докажите тождества:

1 ^ (sin а — cos а)2
_ о

m \
= 2;

sin2 (i - «)
1 + 2 cos а + cos 2а 9 а

2) = - ctg —.

cos 2а — 2 cos а + 1 2

3. Вычислите:

1) sin 49° • sin 11° + cos2 71° + 1;

sin 40° — cos 40°
2) г

л/2 cos 85°

3) sin 24° • (tg 12° +ctg 12°);

^
(sinjf-cosjf) -1

27Г
Sin-g-

27Г 7Г

cos

5)
COS

-g—
COS

5

О • 37Г 7Г ’

2 sm
-jq

• sin

sin 10° • (1 + tg2 5°)
j

tg 5°

cos 85° — cos 35° — ч/З cos 65°

л/З sin 25°

8) cos2 86° + cos2 34° — cos2 64° + 3;

cos 49° + 2 sin 41°

sin 79° — sin 19°
’

sin 48° - sin 60° - sin 72° + sin 84°

9)

10)

П)

4 cos 84° • sin 12° • sin 66°

6 sin 25° — 3 cos 65° + 7 sin 155°

cos 53° • cos 12° — cos 37° • cos 78°
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Карточка 5

Вычислите:

ч
2 + sin а • cos а 0

1) — , , если tga = 2;
1 + 5 cos^ а

V*
если cosx =2) sin (ж + - sin (ж - ^ ,

3) tgx, если sin(rr + 30°) + sin(a; — 30°) = 2\/3cosx,

1

4) cos2а, если sina =
—

а

5) tga, если tg - = А

1

6) sin(7r + 2а), если sina + cosa -

-д]

7) 2 sin За • sin 2а + cos 5а, если cos | = y/0fi]

8) sin2 (j + f) >
если sina = 0,6;

9) sin + 2а^ ,
если tga = 2л/3;

7Г

10) cosa + cos/3, если а - (3 = а + /3 = 47т;

1
_ 7Г_

11) cos(a + /3), если sina • sin/3 = а - р = ^

X х

12) sin - + cos -, если sinx = 0,21;
2 2

1

13) sin4 а + cos4 а, если sin а + cos а -

-^=.
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Карточка 6

Вычислите:

sin2 а — 2 cos2 а

5 sin а • cos а + 3

9

10

11

12

13

, если tga = —2;

7Г\ ( 7г\ 1
tg I ж + 4 J

~ tg [х
~

4 ) ’ если tgx =
2’

л/2
tgx, если sin(x — 45°) + sin(x + 45°) = —

z

cos2a, если cosa = 0,25;

a

ctga, если ctg — = —2;
z

sin ^2a — ,
если cosa =

—у^ОД;

2 sin 3a • cos 5a — sin 8a, если sin a — cos a

о /37г a\
.

cos I — + — 1
,
если sina = —0,2;

/4тг
n

\ \/3
cos I — 2a I

,
если tg a = —;

COS a + COS /3 „
7Г _ 7Г

, д , если a + (3 = -, a-/?=-;
sin a + sin (3 2 3

cos(a
— /3), если sina • sin/3 = -L a + f3 =

z

tgx, если sin — + cos — = а/оД;
z z

sin3 a + cos3 а, если sin a + cos a = 0,8.

cosx;

= 0,9;

1,57r;
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Карточка 7

Вычислите:

ч
2 + 3 sin а • cos а

1) —ту ,
если tga = 4;

sin a + sin a • cos a

гл • ( • ( 7r\ • v2
2) sm [ x + — + sm x —- , если sinx = ——;

V 4/ V V 4

3) sinx, если sin(a: + 30°) + sin(a; — 30°) = л/З;

4) sin2a, если tga =

a

5) tga + ctga, если tg — = 3;
z

6) sin + 2aj , если sina = —^/0/7;

7) 2 sin 5a • cos 3a — sin 8a, если sin a + cos a = ^/0,6;

. о /7Г a\
8) sm I — — — I

, если sina = 0,8;

9) y/2 sin + 2aJ , если tga = —3;

10) sina + sin/3, если a +/3 = 37Г, a -/3 = —;
3

11) \/2cos(a - /3), если cosa • cos/3 = -, a +/3 = —;
2 4

ж x

12) cosx, если sin — — cos — = \/0>5;2 2

13) sin3a — cos3a, если sina — cosa = 1,2.
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Карточка 8

Вычислите:

.

ч
2 + 5 sin а • cos а 1

1) —

2 : , если tga = -;
sin a — sm a • cos a z

y/2
если cosx = —-;

5
2) cos + “^ + cos ~ ^ ’

3) ctgx, если cos(x + 30°) -1- cos(x — 30°) = \/3sinx;

4) cos2a, если tga =

a

5) sina, если tg — = 3;
z

6) sin — 2a^ , если cosa =
—\ДЩ;

7) cos2 ^ ^ ,
если sina = —0,6;

ox • /7тг Л
\ 3\/3

8) sm I — 2a I
,
если tg a =

x
6 у

’ &

2
’

. sin a — sin /3 _ 37Г _ 7Г

9) ■

-, если a + /? = —, a - (3 = -;
cos a + cos p 2 2

1 77Г
10) 3cos(a -I- /?), если cosa • cos/3 = —

-, a — /3 = —;

X X

11) sin — — cos —, если sinx = —0,44;
z z

12) 2 cos 3a • cos 2a — cos 5a, если cos

ẑ

11 /3
13) — 1 —, если sin a + cos a = * /

sin a cos4 a \/ 2
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Карточка 9

1. Вычислите:

1) COS 45° • ctg 73° • tg 73° - л/З sin 780°;

2) 7 sin 75° cos 75°;

3) tg 2° • tg4° • tg6° •...
• tg86° • tg88°;

4) (tg40° — cos
1 40°) (cos 40° — ctg 40°)

1
—

' cos^ 40°

2. Найдите минимальное значение функции (при tga > 0)
ч

11
/(a) = sina + cosa + ctga + tga H о 1 к—.

sin a cos a

3. Решите уравнения:

7ГХ 7ГX

1) 2 cos2 — + 3 sin — = 0 при |x| ^ 1;

2) tg(7ra;) — \/3ctg(7rx) = V3 — 1 при x £ [—2,5; —2].

4. Вычислите:

2) sin (2 arctg ^ j tg (i- arcsm —
1

.
15

17 J
’
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Карточка 10

1. Вычислите:

1) (6 tg2 30° + 2 cos 180°) • sin 93°;

sin 20° • cos 10° • cos 60° + cos 160° • cos 100° • sin 150°

sin 21° • cos 9° + cos 159° • cos 99°

3) 128 • sin2 20° • sin2 40° • sin2 60° • sin2 80°;

sin4 3 + cos4 3 — 1 1
4) cos6 3 + sin6 3 — 1 3

2. Найдите наименьшее значение функции

f(a) = tg2 a + ctg2 a + b
sin2 a cos2 a

3. Вычислите:

n
1 ( • ( ^ X ( ^1) — I arcsm I —— I + arccos I ——

,1 3
„ (I

2) tg [ - arccos - - 2 arctg I —-

4. Решите уравнения:

1) tg(7rx) + tg(27rx) = tg(37rx), 2,4 < x < 3,2;

2) 2cos2(7nr) = \/2sin(7nr); \x\ ^

. о f тгх\ (7Tx\ г, (7Гх\ .
/ 7Гх\ 1

3)sm

1,5 < х < 3.
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Карточка 11

1. Вычислите:

б sin 390° • cos(—390°)
cos2 30° — sin2 30°

’

2) sin6 15° + 3sin2 15° • cos2 15° + cos6 15°;

3) tg20° • tg40° • tg80°;

4) \/26cos^, если tga = —при — < a < 7r;
Z 1Z Z

/- .
Л

.a . 4\/3 7Г

5) v 3 sin 2a + sin —, если sin a — —— при
— < a < 7г;

z ( z

6) — ^arctg(—1) + arccos »

7) sin ^2 arcsin ^ .

2. Решите уравнения:

( 7TX \

1) 2 sin2 ( — j + cos(27rx) = 3 при 10 ^ x ^ 11;

. 9 / 7Г 7TX\ _9 / 7ГяЛ
^

2) 5ctg2 ( - - —

J -cos
2 f 27Г + — J =3 при 1 ^ x < 4;

3) tg ^ arccos — 2 arcctg ^“7^ = x2 — 3x — 4,5.
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Карточка 12

1. Вычислите:

1) (2 cos 30° - ctg 45° + sin2 60° + ctg 960°)_1;
2) sin 167° • sin 107° + sin 257° • sin 197°;

3) cos 17° • cos 73° — sin 13° • cos 21° — cos4° • cos86°;

4) cos 10° • cos 50° • cos 70°;

5) sin 18°;

. . ,

4
2sin2 a — sina • cosa a y/E — 1

6) A(a) = ■■■--

2
-

-Q 5 ’ если
о

=

—5—S3 sin a + 2 cosz a 2 2

rr\ • в fi •
л

2y/2 7Г

7) sm a + cosu a, если sin4a = —— при
— < a <

3 8

8) ctg40" -
V^tg5° - y/tg5°

2. Решите уравнения:

. q/тгаЛ (7Гх\ . (7Тх\ г, f 7Тх\ 1
1) sm —- • cos — — sin — • cos° — = -

'
\2J \2 J \2 J \2 J 4

при
-- ^ x ^ 0;

2) cos (2 arctg 7) — sin (4 arctg 3) = x2 — 4x — 5.
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Карточка 13

1. Решите уравнения:

1) V3 + 2cos = 0 при 8 < х < 20;

2) sin(x — 30°) • cos 2х = sin(x — 30°);
оЧ

5 тг
3) — =3ctg- -cosx;7

l + tg2x 3

4) cos Зх = sin 2ж;

5) S|n^X = 1 при 170° < x < 200°;
sm4x

6) cos(70° + x) • cos(20° — x) = i;
z

7) sin x + sin 2x = cos x + 2 cos2 x;

8) cos 2 ^x + ^ + 4 sin ^x + ^ = 2,5;

9) sin2 x + sin2 2x = sin2 3x + sin2 4x;

10) sin2 x — (y/3 + l) sin x • cos x + y/3 cos2 x = 0;

11) sin2x + tgx = 2.

(1 + tga) • sin — a\ /n
2. Докажите тождество — =sin —+a

1 — tg a \ 4

3. Вычислите sin 2a, cos 2a, tg2a, если ctga = \/2-f 1.

4. Решите неравенство Vo^2sinx ^ 6sinx — 1.

5. Постройте график

(1 -tgx) -tg (\ + x)
y(x) = \/l — sin x •

1 tg (| + ®)



422 Тренировочные карточки

Карточка 14

1. Решите уравнения:

1)
7ГХ

1 + 2 sin — = 0 при 2 < x <

о
4;

2) cos 2х • sin Зх = cos 2х\

3) sin 2х — tg 60° • sin x;
7Г

<

2
’4) sin 2x + cos Зх = 0 при 0 < x

5) cos bx + cos x — —2 cos 3x;

6) 2sin(40° + x) • sin(50° — x) = -1;

7) sin Ax = cos4 x — sin4 x\

8) 8 cos4 x — 11 cos 2x — 1;

9)
Ax

.
о Зх

^ . о bx 2 3x
cos — + sm — + 2 sm — =

О Z 0

cos

y;

10) y/3 sin2 x — A sin x • cos x + y/3 cos2 x = 0:

И)
sin2 x — 2 9 x

= tg2 .

sin2 x — A cos2 | ^

y/2 cos ol — 2 sin ( -■ — a j
2. Докажите тождество г

—

— у/2.
2 sin ( ^ + a J — y/3 cos а

3. Вычислите

sin(a — 2/3), если tga = 2,4, tg/3 = —0,75 при 0 < а <

4. Решите неравенство у/Т~-- T8Tg^ ^ 6 tgx + 11.

5. Постройте график:

Г Ctg2x- (l + tg2x)
уух) = V 1 — sin X •

г—.

1 + tg (j - 2х)
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Карточка 15

1. Решите уравнения:

1) 2 cos2 х + 5 sin х — 4 = 0;
cosx

2
1 г—

= 0;
1 — sin х

3) sin2x = sin3x;

4) cos(2x — 630°) = sin(4x + 540°) при 90° < x <

5) sin x + sin 5x = 2 cos 2x;

6) cos 5x — sin 5x = sin 7x — cos 7x;

R
7) sinx — cosx = J

8) 2 sin x • sin 8x = cos 7x;

9) y/3 cos 3x + sin 3x = cos x + y/3 sin x;

10) sin x • cos x • cos 2x • cos 8x = ^ sin 12x;

11) sin3 x • (1 + ctgx) + cos3 x • (1 + tgx) = 2\/sinx

12) cos x — cos 2x = sin 3x.

2. Докажите тождество

sin 7a
1 + 2 cos 2a + 2 cos 4a + 2 cos 6a = — .

sina

3. Вычислите 4sin70°.
sin 10°

4. Постройте график y(x) = sinx • Vsin2 x — cosx • V

180°;

•

cosx;

cos2 x.
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Карточка 16

1. Решите уравнения:

1) 2 sin2 2x + 7 sin 2x - 4 = 0;

2)
sin 2x

1 + cos 2x
’

3)
X

cos — = cos 2x;

4) sin(3a; — 450°) = sin(6.T — 540°) при

5)
costa

= 1 17QO < ^ < ^
sm 2x

6) sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x = 0;

7) sin2x + cos2x = —1;

8) 2 sin 2x • cos x = sin 3x;

9) sin Ax + cos 4x = y/2 sin x;

10) 4 cos x • cos 2x • cos 3x = cos 6x;

H) sin 2x + 5(sin x + cos x) + 1 = 0;

12) cos 2x + cos x = sin 3x.

2. Докажите тождество

л ^
cos 14а

1 — 2cos4a + 2cos8a — 2cos 12a = —.

cos 2a

3. Вычислите tg20° + 4sin20°.

4. Постройте график y(x) = sinx • | ctgx|.
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Решение карточки 1

1. Разложите на множители:

.ч .5а .За
1) sm у+smу

=

'• «л п • I а + Га. — 0Л ] м
•sm а + smр

= 2sm / —-—J
• cos / —-—J

• (дер

Л . 19a a
= 2sm— cos-.

2) cos 10a • cos 8a + cos 8a • cos 6a =

= cos 8a • (cos 10a + cos 6a) =

j cos a + cos /3 = 2 cos ' cos 2~^J ! ^

= 2 cos 8a • cos 8a • cos 2a = 2 cos2 8a • cos 2a.

3) sin a + sin 2a + sin 3a =

jsina + sin/3 = 2sin * cos 2~jl ! в®

= 2 sin 2a • cos a + sin 2a =

= sin 2a • (2 cos a + 1) =

= sin 2a • 2 ^cos a + -^ =

(
= 2 sin 2a • I cos a + cos — 1 =

Г ja [a — ~(P\ i

i cos a + cos /3 = 2 cos I —-—J
• cos I

—-—J
> Щ

a+f\ (<*-Ъ
4 sin 2a • cos I —-— I • cos

f

а 7Г \

j+e)= 4 sin 2a • cos (— + —]• cos ( — — —
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2. Докажите тождества:

^ ч
cos За + cos а

1)' •
п

:
= ctg“-

sin За — sin а

cos За + cos а

L =
sin За — sin а

,г Г а + Р\ Га
j cos а + cos р

= 2 cos ( —-— 1 • cos I —

j sin a
— sin p

= 2 sm I —-— 1 • cos I —

2 cos 2a • cos a cos a

2 sin a • cos 2a sin a

=>L = n.

= ctga;

L = ctg a

П = ctg a

2)
sin2 3a — sin2 a

cos2 3a — cos 5a • cos a

2 cos 2a.

•
n r.

- i
a + P\ Гa — /3

sin a -f sin p — 2 sin [
—-— J • cos f

7a-~p'
sin ol — sin p = 2 sin

cosa • cosp = — (cos(a — P) + cos(a + P))

_ о a

2 cos — = 1 + cos a

sin 2a = 2 sin a • cos a

1 — cos 2a = 2 sin2 a

^
sin2 3a — sin2 a

cos2 3a — cos 5a • cos a

(sin 3a — sin a) (sin 3a + sin a)
cos2 3a — cos 5a • cos a

(sin 3a — sin a) (sin 3a + sin a)
cos2 3a — \ (cos 6a + cos 4a)

2 sin 2a • cos a • 2 sin a • cos 2a

\ (1 + cos 6a) — \ cos 6a — \ cos 4a

ш

Ш

m

СЭ

CD
CD
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2 sin 2а • cos 2а • sin 2а

\ + \ cos 6а — \ cos 6а — ^ cos 4а

2 sin2 2а • cos 2а 2 sin2 2а • cos 2а

2 sin2 2а • cos 2а

\ — \ cos 4а

^(1 — cos 4а)

L = П.

sin2 2а
2 cos 2а;

L = 2 cos 2а

П = 2 cos 2а

3. Вычислите:

1) sin2 68° — sin2 38° — 0,5 sin 106° + 3 =

2 sin2 ~ = 1 — cos a

cos a — cos /3 = —2 sin J
sin(—a) = — sina

CD

m

2)

= ^(1 — cos 136°) — ^(1 — cos 76°) — 0,5 sin 106° + 3 =

= 0,5 - 0,5 cos 136° - 0,5 + 0,5 cos 76° - 0,5 sin 106° + 3 =

= 0,5(cos 76° - cos 136°) - 0,5 sin 106° + 3 =

= 0,5 • (-2) sin 106° • sin(—30°) - 0,5 sin 106° + 3 =

= 0,5sin 106° - 0,5sin 106° + 3 = [3|.

3 (cos 20° — sin 20°)
y/2 sin 25°

| cos(90° — a) = sin a
h - '

I
.

'

• n r. • Ja ~

««b
sm a — smp

= 2 sm I —-— I • cos I —-— I j одр

3 (cos(90° - 70°) - sin 20°)
_

y/2 sin 25°

3(sin70° — sin 20°)
\/2sin250

_

3 • 2 sin 25° • cos 45°

\/2sin 25°

3y/2

y/2
[3].
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3) (tg 14° + ctg 28°) • cos 14° • si:

i _• о г» _• _ I

[ sin 2a = 2 sin a • cos a \ m
h 4

| cos 2a = 1 — 2 sin2 a j

_

/ sin 14° cos 28° \

\cos 14° sin 28° /

4)

sin 14°

cos 14° • sin 14°

/sin 14° cos 28° \
= 1 '

\ cos 14° 2 sin 14° • cos 14° J
( 2 sin2 14° + cos 28° \

= • cos 14 •

\ 2 sin 14° cos 14° )

cos 14° • sin 14°

— ——

i
•
cos 14° • sin 14°

114° cos 14° )
f 2 sin2 14° + 1 — 2 sin2 14° \

1 ио
.

1

„ .
, ,

— • cos 14° • sin 14°
k 2 sin 14° • cos 14° J

( 7T~-—T7~ тг I ' cos 14° • sin 14°
\2 sm14°•cos 14°/

1

• 2 я" 2 к
Sin

g
• COS

g

4 27Г
■ cos4 -g-

„2 2wz *-n • 2 27Г
COSz -g-

• sin -g-

| sin 2a = 2 sin a • cos a j Ш

. 2
sinz

7Г 2 7Г

5

• COS
5

1 - 2 27Г /
COS2 T

• (
f

2 27Г ,
• 2 27t\

cos^ -g- + sm
-g-

1

. 9

sin

7Г 9 7Г

5

• COS
5
i

ce Hs?
i

l

1 -- COS2 Щ-
• 2 27Г

Sin2 -E-
4

^

5 (cos (f - §) - sin £)
'

7Г • 7Г

cos у
• sm

|Г 7 7Г
i cos a

j__A_2____
j sin a

— sin /:

5 (sin if - sin 5 • 2 sin -?t • cos
j

= = —-=m
cos

j
• sin cos

j
• sin

J
= sin a |

? = 2 sin (^) • cos ; (D



Решение карточки 1 429

б)
sin2 32° + sin 26°

_

. О
OL

2 sin — = 1 — cos a

sin(90° — a) — cosa

2 cos — = 1 + cos OL

5 cos2 32°

5(1 - cos 64°) + sin(90° - 64°)
1

5 cos2 32°

0,5
— 0,5 cos 64° + cos 64°

5 cos2 32°

0,5+ 0,5 cos 64° cos2 32°

CD

Ш

CD

7)

8)

5 cos2 32° 5 cos2 32° [5|
cos 9° + cos 51° + л/3 cos 21°

2\/3cos21°
~~

1 /a V/3\ fol — JP\ i

2 cos 30° • cos 21° + д/3 cos 21°

2л/Зсоз21°

л/3 cos 21° + л/З cos 21°
_

2\/3cos210

2 cos2 16° + 2 cos2 76° — 3

cos2 44°

= ш.

0 OL

2 cos — = 1 + COS OL

COS OL + COS /3 = 2 COS j
2 sin2 ^ = 1 — cos a

sin(90° — a) = cos a

1-J-cos 32°-|-1-|-cos 152° — 3 -

cos2 44°

— 1 + cos 92° —(1 — cos 92°)
cos2 44° cos2 44°

2 sin2 (90° -46°)

CD

1+2 cos 92° • cos 60°

cos2 44°

_

-2 sin2 46°
_

cos2 44°

cos
2 440

2 COS244^ _
О I 1*

COS
,2 440
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9)
3 cos 196° + 12 cos 164°

cos 16°

3 cos(180° + 16°) + 12cos(180° - 16°)

|cos(180° — a) = —
cos a |

4

| cos(180° + a) = —
cos a|

-3cos 16°

cos 16°

12 cos 16°

10)

cos 16°

sin 43° + sin 17°

= ЕШ-

2 cos 13° + 3 sin 77°

1
• . 7 (X + ГOL — ~(TS I T

i sin a + sin /3 = 2 sm ( —-— J
• cos I —-— I

j Щ

|sin(90° — a) = cosa |

2 sin 30° • cos 13° cos 13°

H)

2 cos 13° + 3 sin(90° — 13°) 2 cos 13° + 3 cos 13°

3 cos 23° — 3 sin 113° + cos 203°

cos 13° • cos 10° — cos 80° • cos 77°

| cos a • cos /3 = ^ (cos(a + /3) -f cos(a — /3))

\ cos(180° + a) = —
cos a

i-

! sin(90° + a) = cos a

i-

| cos(180° — a) = —
cos a

0

3 cos 23° - 3 sin(90° + 23°) + cos(180° + 23°)
_

0,5(cos 23° + cos 3°) — 0,5(cos 157° + cos 3°)
3 cos 23° — 3 cos 23° — cos 23°

0,5 cos 23°+0,5 cos 3° — 0,5 cos(180° — 23°) — 0,5 cos 3°

cos 23°
_ |—

0,5 cos 23° + 0,5 cos 23°
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Решение карточки 2

1. Разложите на множители:

-.4 .2а
1) 1 + sm — =

!\ .
Q

.
7а + /3\ Га — 0Л \

j sm а + sm р = 2 sm I —-— 1 • cos I —-— J j Щ

.
7Г

.
2a / 37Г + 4a \ / 37Г — 4aN

=sm_+sm_=2sm __ ,cos/__

2) cos 2a + 2 sin 2a • sin 3a — cos 4a =

i . J a j3\ . Гa ~ 1

j cos a
— cos p

= —2 sm I —-— 1 • sm I —-— 1 j Щ

V7'"'Tal?Y 7a-W‘!
j sm a + sin p

= 2 sm ( —-— 1 • cos I —-— J j Щ

= 2 sin 3a • sin a+2 sin 2a • sin 3a = 2 sin 3a • (sin a+sin 2a) =

3Qi a
= 2 sin 3a • 2 sin — • cos — = 4 sin 3a • sin 1,5a • cos 0,5a.

3)1 + sin 2a + cos 2a =

2 cos2 ^ = 1 + cos a

sin 2a = 2 sin a • cos a QI
cos a -f sin a = л/2 cos ^ — a) j {Дц
= 2 cos2 a + 2 sin a • cos a = 2 cos a • (cos a + sin a) =

2 cos a • \/2 cos ^ — a^ = 2y/2
7Г

cos a • cos ( — — a

2. Докажите тождества:

1)
1 — cos 2a

1 + cos 2a
= tg a.

1 — cos 2a 2 sin2 a 9
L =

гг—тг
=

о—2
= tg <*•

1 + cos 2a 2 cos^ a

L = tg2 a
П = tg2 a

=фЬ = П.
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cos2 а - ctg2 а + 1 2
2) о о

— ^g а-

sin а + tg2 а — 1

| cos 2а = cos2 а — sin2 а \

cos а —

L =
cos2 а — ctg2 а + 1

sin2 а + tg2 а - 1 sin2 а +

2 cos 2а cos2 а • sin2 а — cos 2а

COS а г~2— —2 РПо2sinz а sinz а COS U:

л
cos 2а cos2 а • sin2 а — cos 2а

sm ск
—

—^— *
РОЯч Г\ Г*Г\С* Л/

sin2 а
ctg2 а;

L = П.
L = ctg2 а
П = ctg2 а

3. Вычислите:

1) sin 43° • sin 17° + sin2 13° — 2 =

sin a • sin f3 =
i [cos(a — /3) — cos

2 sin2 ^ = 1 — cos a

(a + f3)\ j С2Э

”1©

2)

=

j (cos 26° — cos 60°) + - — - cos 26° — 2 =

= \cos26° + \ cos 26°-2 = РТЩ-
Z 4 Z Z

(1 + tg 10°) • cos 10°
_

y/2 sin 55°

|sin(90° — a) = cosa : CD

| cos a + cos (3 = 2 cos ^
|cos(90° — a) = sina Ф

COS 10° -h sin 10° cos 10° + sin(90° — 80°)
y/2 sin 55° y/2 sin 55°

cos 10° + cos 80° 2 cos 45° • cos 35°

y/2 sin 55° \/2sin550

\/2cos(90o — 55°)
_

sin 55°
_ щ

y/2 sin 55° sin 55°
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3)
tg 15° — ctg 15°

ctg 30°

! cos 2a = cos2 a — sin2 a |
h H

! sin 2a = 2 sin a • cos a j Ф

sin 15*

cos 15°

cos 15°

sin 15°

sin2 15°—cos2 15°

sin 15°-cos 15°

A\ '
2?Г

4) sin—
7

7

ctg 30° ctg 30°

cos 30°

i,5 sin 30°
_ -—^-j

tg30°
~~

~~

ctg30°
_Lz=-l‘

ih

cos _

0,5 sin „V

ctg 30°

(tg j + ctg j
9 7Г

• COS2 П

.
27Г

= sin —

7

.
27Г

- sin ——

7

1 + COS
у

/ . 7Г 7Г

r sm у cos у
7Г

l COS у

j sin 2a = 2 sin a • cos a j CD
h 4

i _ о a i

12 cos — = 1 + cos a i HQ
i 2 •

sin
j

2 тг
• COS2 n

1 + COS
у

( sin2 y+cos2 у \ 9 n

zr-
• COS"5 77

^
cos

у
• sin у /

27Г 1 2 7Г
Sin -=- 97Г

• COSz тт7
0,5 sin Ц- 14

1 + COS
J

3 ^cos ^ + sin

2 cos2 Y4

з1пП))

2 cos2 Y4

2 cos2 yj

= ш.

у— 5 ■

10,

2 cos • cos
yjj

r;
...

1 sin
— — a = cos a.

1 _

1

1

'
, a r, ~[ a"+7^ Та~-]Г\*

j cos a + cos (3 = 2 cos I —-— 1 • cos I —-— 1 j

3 (cos ^ + sin

2 cos • cos
Yg

(cosf

о

+ cos ^
2тг\

■)
2 cos • cos

jq

3 • 2 cos • cos ^
2 cos • cos

= 131.



434 Тренировочные карточки

6) tg7° •

= tg7°

7)

1 1 \
'

2 cos2 ^ = 1+ cos a !
— 1 I = |_ 2 ■ ***

sin 14 tg 14 J j gin 2a = 2 sina • cosa [ {jjf

1
^

cos 14° ^ ^
(1 + cos 14°

tg 7°

sin 14° sin 14°

2 cos2 7° sin 7° 2 cos2 7°

sin 14°

sin 14° cos 7° sin 14°

cos 48° + cos 42° + y/2 cos 3°

y/2 sin 87°

=ш.

i cos a + cos /3 = 2 cos I
-+T

2 cos 45° • cos 3° + y/2 cos 3°

1S9] ®

\/2sin(90o — 3°)

_

y/2 cos 3° + y/2 cos 3° r-,

y/2 cos 3°

8) cos2 23° + cos2 83° + cos2 37° + 3 =

_ о ОС .

2 cos — = 1 + cos a

cos(180° — a) — — cosa

7 a
cosa — cos/3 = —2sin I —

+ 0\ . fa-]T\
J_

cos(90° — a) = sin a

= 0,5(1 + cos 46°) + 0,5(1 + cos 166°)+

+ 0,5(1 +cos 74°)+ 3 =

= 0,5 + 0,5 cos 46° + 0,5 + 0,5 cos(180° - 14°)+

+ 0,5 + 0,5 cos 74° + 3 =

= 4,5 + 0,5 cos 46° - 0,5 cos 14° + 0,5 cos 74° =

= 4,5 — sin 30° • sin 16° + 0,5 cos(90° — 16°) =

= 4,5-0,5 sin 16°+ 0,5 sin 16° = 4,5
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9)

10)

3cos9° + sin 81°
_

sin 21° + sin 39°

Г. + л

j sm a + sm p
= 2 sin I —-— 1 • cos ( —-— J j Щ

|sin(90° — a) = cosa |

3 cos 9° + sin(90° — 9°) 3 cos 9° + cos 9°

2 sin 30° • cos 9° 2 sin 30° • cos 9°

sin 36° + sin 40° + sin 44° + sin 48°

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

\ . •an* 1a "Ь fa~
j sin a + sm p

= 2 sm I —-— J
• cos I —-— 1 j Щ

|sin(90° — a) = cosa |
L J

2 sin 44° • cos 4° + 2 sin 40° • cos 4°

2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

2 cos 4° • (sin 44° + sin 40°)
2 sin 88° • cos 4° • sin 42°

2 sin 42° • cos 2° 2 cos 2°

sin(90° — 2°) • sin 42° cos 2°

5 cos 63° + 2 sin 27° - 4 sin 207°
’

sin 15° • sin 78° + sin 75° • sin 12°

= 1.

|sin(90° — a) = cosa

| sin(270° — a) = —
cos a

i.

\ cos(90° + a) = — sin a

j sin a
• sin (3 = — [cos(a — (3) — cos(a + /5)]

5 cos 63° + 2sin(90° - 63°) - 4sin(270° - 63°)
0,5(cos63° — cos 93°) + 0,5(cos63° — cos 87°)

5 cos 63° + 2 cos 63° + 4 cos 63°5 cos 63° + 2 cos 63° -f -i сон оо

0,5 cos 63°—0,5 cos(90°+3°)+0,5 cos 63°—0,5 cos(90°—3°)

11 cos 63°
_

11 cos 63°
_ p—|

- 0,5 sin 3° cos 63°

11 cos 63°

cos 63° + 0,5 sin 3°
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Решение карточки 3

1. Разложите па множители:

1\ 4. I
^

i \ . 4. /
^ |Г

/э sfn(a + (J) I
1} tg( 3

+
4 J+tg( 3

“

4 ) = ®

27Г

smT V3

cos (7Г , a\ /7г a\ г» /7Г | a\ /7r a\
3 + 4J-cos^-^J 2 cos

3
+ 4 J

• cos ^ 3
—

4 J

2) sin 2a • sin 3a — ^ cos a + ^ cos 6a =

j sin a • sin /3 —
- [cos(a — (3) — cos(a -f /?)] | (J)

•"
n о • /a + P\ .foe — ]P\ 1

1 cos a
— cos (3 = —2 sin I —-— 1 • sm I —-— I 1 Щу

1/ , 4
1 1

—

- (cos a — cos 5a) — - cos a + - cos 6a =

1 1
r

1 1
= - cos a — - cos 5a — - cos a + - cos 6a =

2 2 2 2

li а к \
.

11a
.
a

= -(cos 6a — cos 5a) = — sm • sm —.

2
'

2 2

3) sin a + sin (3 + sin(a + (3) =

'a + /3
sin a + sin /3 = 2 sin

sin 2a = 2 sin a • cos a

cosa + cos^ = 2^^y. cos'^^) ;

Ф

€D

a>

о
• i

/Q; —p\ . /Q:+/?
= 2sin| —-— I cos I —-— +2sin| —r— I-cos

= 2 sin

2

a + P

a+P

a~ P\
, (a + P

cos I —-— I + cos

9
• /« + /Л 0

a P
= 2 sm —-— • 2 cos — • cos —

2 / 2 2

a P . (a + P
= 4 cos — • cos — • sin —-—

2 2 V 2
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2. Докажите тождества:

cos 4а + cos 2а

1)
cos,2 3а _sin2 3a

2 cos а.

I"
, а 0 [а + ($\ Га — /3\ ]

j cos а Н- cos (3 = 2 cos ( —-— J
• cos ( —-— 1 » щ)

i Шcos 2a = cos a — sin a

L =
cos 4a + cos 2a 2 cos 3a • cos a

cos2f
L = 2 cos a

П = 2 cos a

• 2 3a
Sm

"Г

L = П.

cos 3a
— 2 cos a;

cos2 2a — 4 cos2 a + 3 4
2) — Ьм ck-

cos2 2a + 4 cos2 a — 1

12 cos = 1 + cos a! CD

! 2 sin2 ^ = 1

L =
cos2 2a — 4 cos2 a + 3 cos2 2a — 2 — 2 cos 2a + 3

cos2 2a + 4 cos2 a — 1 cos2 2a + 2 + 2 cos 2a — 1

cos2 2a — 2 cos 2a + 1
_

(cos 2a — l)2
_

cos2 2a + 2 cos 2a + 1 (cos 2a + l)2
4 sin4 a 4

= tg a.

=> L = П.

4 cos4 a

L = tg4 a
П = tg4 a

3. Вычислите:

1) cos2 36° - cos2 120° - 0,5 sin 18° - 0,5 =

12 cos — = 1 + cos a i flB
2 1

.

| sin(90° — a) = cos a \ щдЦ

- -(1 + cos 72°) - 0,25 - 0,5 sin(90° - 72°) - 0,5 =
2

0,5 + 0,5 cos 72°
- 0,75 - 0,5 cos 72° = -0,25
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2)
\/2(cos250 — cos 65°)

sin 20°

'

1 7 a — /3\ . [OL + ~(f\ I

i cos a
— cos p

= —2 sin I —-— 1 • sin I —-— J j Щ

y/2 ■ 2 sin 20° • sin 45°

3)

=щ.
sin 20°

(tg26° - ctg 52°) • cos 26° • sin 52°

cos 78°

ctg(90° — a) = tga
---

sfn"(aT—7?)~
tga - tg0 ь l.

cos a •_ cos /?

sin(90° — a) = cos a

CKD

Ш

ip

(tg 26° - ctg(90° - 38°)) • cos 26° • sin 52°

cos 78°

(tg 26° - tg 38°) • cos 26° • sin(90° - 38°)

sin 12°

cos 26°•cos 38°

cos 78°

cos 26° • cos 38°

cos 78°

sin(90° — 78°) cos 78°

4)
Q-tsi)

cos 78°

2

cos 78°
= ES-

COS
2 тг

• 2 тг
Sm

8

i a Г + cos a i
i ctg — =

;
i 1Ц2)

1 2 sma '

/ 7r\
2

2
7Г (■*■

-1 =
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5)

27Г , 47Г
sm -=- + sin -Q-

r • (7Г I 27Г \ / 7Г 27г\

(7 "9"J
'

(7
-

Tj
Г». /7Т.27г\ / 7Г 27г\

_

2sm (j + tJ -cos(j --§■)
_

K
. (7Г . 27Г \ / 7Г 27r\

5 sm ^у + -g-J cos g-J

6)
cos2 34° - sin 22°

4 sin2 34°

_ о OL

2 cos — = 1 + cos a

sin(90° — a) = cosa

2 sin2 ^ = 1 — cos a

0,5(1 + cos 68°) - sin(90° - 68°)
4 sin2 34°

0,5 + 0,5 cos 68° — cos 68°
_

4 sin2 34°

0,5 — 0,5 cos 68° sin2 34°

7)

4 sin2 34° 4 sin2 34°

cos 73° + cos 47° + 2 cos 13°
_

2 cos 13°

'
a r. Ia +7^ fa — WS'1

2 cos 60° • cos 13° + 2 cos 13° 3 cos 13°

8)

2 cos 13°

2 sin2 85°+ 2 sin2 25° - 3

2 cos 13°
1,5

4 cos2 55°

■ . о a
12 sin —

— 1 — cos a
2

_ [a + f3\ fa — 0\
3 a + cos /3 = 2 cos I —-— 1 • cos ( —-— 1

о a

12 cos — = 1 + cos a

1—cos 170° + 1—cos 50° — 3

4 cos2 55°

1 + 2 cos 110° • cos 60°

4 cos2 55°

1+cos 170°+cos 50°

4 cos2 55°

2 cos2 55°

4 cos2 55°
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9)
cos 71° + cos 49°

7 cos 11° — 3 sin 79°

I
on fa fa — ~fT\ i

j cos a -f cos (3 = 2 cos I —-— 1 • cos I —-— I j Щ

!sin(90° — a) = cosa | CD
2 cos 60° • cos 11°

7 cos 11° - 3 sin(90° - 11°)
cos 11° COS 11°

10)

7 cos 11° — 3cos 11° 4 cos 11°

cos 16° — cos 24° — cos 32° + cos 40°

cos 86° • sin 8° • cos 28°

i fa -f ~/3\ fa — JT\ *

i cos a + cos p = 2 cos I —-— I • cos I —-— I j Щ
,

fa + py-r fa-(T\A
cos a — cos p = —2 sin I —-— 1 • sin I —-— 1

cos(90° — a) = sina

2 cos 28° • cos 12° — 2 cos 28° • cos 4°

cos 86° • sin 8° • cos 28°

2 cos 28° • (cos 12° — cos 4°)
cos 86° • sin 8° • cos 28°

—2 • 2 sin 4° • sin 8° 4 sin 4°

CD

и)

cos(90° — 4°) • sin 8° sin 4°

3 sin 124° — cos 146° — 2 cos 34°

cos 49° • cos 15° + cos 41° • cos 75°

j cos a • cos P = ^ [cos(a + P) + cos(a — P)\

! cos a + cos p = 2 cos (
a ^

} • cos

= E3-

0

S3] ®
3sin(90° + 34°) - cos(180° - 34°) - 2 cos 34°

_

0,5(cos64° + cos 34°) + 0,5(cosll6° + cos 34°)
3 cos 34° + cos 34° — 2 cos 34°

0,5 cos 64° + 0,5 cos 34° + 0,5 cos 116° + 0,5 cos 34°

2 cos 34° 2 cos 34° r-.

cos 34° + cos 90° • cos 26° cos 34°
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Решение карточки 4

1. Разложите на множители:

7Г

1) cos ( — + 4а ) + sin(37r — 8а) =

| cos ^ ^ + а) = — sin a j
sin (ж — а) = sin а [ (Цц
sin а — sin р

= 2 sin I —-— 1 • cos I —-— 1 i Щ

= — sin 4а + sin 8а = 2 cos 6а • sin 2а.

2) sin 10а • sin 8а + sin 8а • sin 6а =
, _ ,

I sin а
• sin /3 = - [cos(a — /3) — cos(a + f3)] j Qj)

[a +~(3\ fa — 1 ^
>s a + cos (3 = 2 cos I —-— 1 • cos I —-— 1 j Щ

j 2 sin2 ^ = 1 — cos a j 50
= 0,5(cos 2a — cos 18a) + 0,5(cos 2a — cos 14a) =

= 0,5 cos 2a — 0,5 cos 18a + 0,5 cos 2a
— 0,5 cos 14a =

= cos 2a—0,5(cos 18a+cos 14a) = cos2a—cos 16a*cos2a =

= cos 2a(l — cos 16a) = 2 cos 2a • sin2 8a.

3) cos a + 2 sin 2a — cos 3a =

'
а « . 7* + Р\ .fa — ~(3\ Л\

[
cos a — cos (3 = —2 sm I —-— 1 • sm I —-— 1 j fgf

7.—v7"r:TeW 7a-/f\ —*

j sin a + sm p
= 2 sm I —-— 1 • cos I —-— J

• Щ

*

= 2 sin 2a • sin a + 2 sin 2a = 2 sin 2a • (1 + sin a) =

= 2sin2a • ^sin^ + sina'j =

= 2 sin 2a • 2 sin
+ a — a

cos

, . Л . /тг a\ /7Г a\
= 4 sin 2a sm

^J 'cos ^ 4
—

2 J'
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2. Докажите тождества:

1)
. (sina —cosa)2

sin2 (?~ a)
2.

2 sin2 ^ = 1 — cos a

sin 2a = 2 sin a • cos a

©

Ш

Icos — a) = sina j

(sin a — cos a)2 sin2 a + cos2 a — 2 sin a • cos a

2)

L=
/ \

sin2 (^ - a)
1 — sin 2a

0,5(1 — sin 2a)
L = 2

T TT

n= 2
^L-n-

1 + 2 cos a + cos 2a

cos 2a — 2 cos a + 1

0,5 (l - cos (f - 2a))
2.

ctg^
a

cos 2a = 2 cos2 a — 1

2 cos — = 1 + cos a

. о a
2 sin — = 1 — cos a

©

©

@

1 + 2 cos a + cos 2a

cos 2a — 2 cos a + 1

1 + 2 cos a + 2 cos2 a — 1

2 cos2 a — 1 — 2 cos a + 1

2 cos a • (1 + cosa)
_

—2 cos a • (1 — cos a)

2 cos2 -

2 sin2 ^
-ctg2

a

a
L = — ctg2 —

a
^Ь = П.

П = — ctg2 —
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3. Вычислите:

1) sin 49° • sin 11° + cos2 71° + 1 =

sin a sin/S = - [cos(a — j3) — cos(a + /?)]

2 cos2 77 = 1 + cos a

m

cos(180° — a) = —
cosa

=~6,5~(cos_38° - cos60°') + 0,5(1 + cos 142°) + 1 -

= 0,5 cos 38° - 0,5 cos 60° + 0,5 + 0,5 cos(180° - 38°) +1 =

0,5 cos 38° - 0,25 + 1,5 - 0,5 cos 38° = 1,25

2)
sin 40° — cos 40°

_

y/2 cos 85°

| cos(90° — a) = sin a j
ih

. . .
7a — 0\ Га-F~/T\ i

^
isina- sinp = 2sm I —-— 1 • cos I —-— I j Щ

sin 40°

y/2 cos 85°

2 sin 5° • cos 45°

y/2 sin 5°

cos(90° — 50°) sin 40° — sin 50°
_

~~

\/2cos(90o - 5°)
~

y/2 sin 5°

y/2 sin 5°
= ES-

i sin 2a ■

2 tga

3) sin 24° • (tg 12° + ctg 12°) = [ГГ_““ - - ±± -1
| sin 2a = 2 sin a • cos a | q)

/ tg2 12° +1\

=si"24°'fe-) =

sin 12° • cos 12°

4)

)=ш.
(sinf-cosfV-1
- = | sin 2a = 2 sin a • cos a | Щ

2sin 12°-cos 12(

k
2

27Г

smy

sin2 5 + cos2 5 - 2 sin £ • cos £ - 1

sm ■

2ty

2
TV II

Sin
g

• COS
g

27Г
sm тг

27Г
sin ~9~

27Г
smT

E3-
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27Г 7Г

COS -Е-— cos ■=■

tz\
5 5 1

а
О) = I cos а

— cos р'
о • 37Г • 7Г I

• 2smTo'smTo =:2^ [нг]j ©

2
7Г • 37Г

sm
й

• sm
10

2
7Г • 37Г

sin
1о

• sin
й

= ES-

6)
sin 10° • (1 + tg2 5°) ' 1 + tg2 a = —^ ! 2 L — ■ cos2 a '

I. A

j sin 2a = 2 sin a • cos a | Ф

2 sin 5° • cos 5° 2 sin 5°

tg 5°

2 sin 5° • cos 5°

7)

0,5 sin 10° sin 5° • cos 5° sin 5°

cos 85° — cos 35° — y/3 cos 65°

y/3 sin 25°

,Г
a о

. T«-P\ ' fa +' m
i cos a

— cos p
= —2 sin —-— -sin —-— i Ш

[ L_2. _±\ W

! cos(90° — a) = sin a \ (0

—2 sin 60° • sin 25° — \/3cos650
_

y/3 sin 25°

_

—\/3sin250 - \/3cos(90° - 25°)
_

y/3 sin 25°

—y/3 sin 25° — y/3 sin 25° ,—

\/3sin25°

8) cos2 86° + cos2 34° — cos2 64° + 3 =

=m.

2 cos2 ^ = 1 + cos a

cos a + cos /3 = 2 cos£
~~P fa + (f\

CO_SI__2_J_.
cos(180° — a) = —

cosa

sin(90° — a) = cos a

sin (90° + a) = cosa

= 0,5(1+cos 172°)+0,5(1+cos 68°) —0,5(1+cos 128°)+3 =

= 0,5+0,5cosl72°+0,5+0,5cos68°—0,5—0,5cosl28°+3 =

©

0

CD
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9)

10)

= 3,5 + 0,5-2 cos 120° • cos 52° - 0,5 cos 128° =

= 3,5 - 0,5 cos 52° - 0,5cos(180° - 52°) -

CD

= 3,5 - 0,5 cos 52° + 0,5cos 52° = |^5
cos 49° + 2 sin 41°

sin 79° — sin 19°

|sin(90° — a) = cos a

f
. . .

7 a — 0\ Гa +Щ^
i sin a

— sm p
= 2 sm I —-— 1 • cos I —-— 1 j Щ

cos 49° + 2 sin(90° — 49°) cos 49° + 2 cos 49°

2 sin 30° • cos 49° cos 49°

sin 48° - sin 60° - sin 72° + sin 84°
_

4 cos 84° • sin 12° • sin 66°

1
• . 7a + (3\ Jot — /3\ i

i sm a + sm p = 2 sm I —-— 1 • cos I —-— 1 • Щ

®

Ш.

i cos a
— cos /3

1
_f i

2 sin 66° • cos 18° — 2 sin 66° • cos 6°

4 cos 84° • sin 12° • sin 66°

-2 sin 12° - sin 6° sin 6°

и)

2 cos(90° — 6°) • sin 12° sin 6°

6 sin 25° — 3 cos 65° + 7 sin 155°

cos 53° • cos 12° — cos 37° • cos 78°

cos 18°— cos 6°

2 cos 84° • sin 12°

= ES-

i cos a cos /3 = - [cos(a + /3) + cos(a — (3)\

|sin(90° — a) = cosa

j-

|sin(90° + a) = cosa

-3

] cos(180° — a) = —
cosa

6 sin(90° - 65°) - 3 cos 65° + 7sin(90° + 65°)
_

0,5(cos65° + cos 41°) — 0,5(cosll5° 4- cos 41°)
6 cos 65° - 3 cos 65° + 7 cos 65°

0,5 cos 65°+0,5 cos 41°—0,5 cos(180°— 65°)—0,5 cos 41c

10 cos 65°
_ p—

0,5 cos 65° + 0,5 cos 65°
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Решение карточки 5

Вычислите:

2 + sin а • cos а

1 + 5 cos2 а
1) при tg а = 2

1 cos2 а
1 + tg2 а' (£)

(2 + sin а • cos а) : cos2 а
_

cos2 а + tgа

(1 + 5 cos2 а) : cos2 а \ l 5cos2 а

2(1 + tg2а) + tga
_

2(1+ 4)+ 2

(l + tg2a) + 5 1 + 4 + 5
1,2

2) sin ( x +
7Г

sm x

7Г

зу V 3

'• -/Э О 7 <* + /? ^ .Га —7^
j sm а

— sin р
= 2 cos ( —-— 1 • sin I —-— J j Щ

ч/з л/з Гз~

при COS X

n . 71*
= 2 sm — • cos x — 2

3 2 4

3) sin(x + 30°) + sin(x — 30°) = 2\/3cosx; tgx =?

| sin a + sin/? = 2 sin ) • cos I

2 sin x • cos 30° = 2\/3 cos x; \/3 sin x = 2\/3 cos x;

sinx

cosx

= tgx = 1

4) cos2a, если sina = --.

sina = cos2a = 1 — 2sin2 a = 1 — 2 •

4 16

a
5) tga, если tg — = 2.

z

a
_ 2t§f

tg - = 2; tg a =
2-2

2
°

l-tg2f 1-4
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6) sin(7r + 2a), если sin а + cos а =

у/2'

sin а + cos а

>/2'

sin2 а + cos2 а + 2 sin а • cos а
2’

1 + 2 sin се • cosa = 2 sin a • cosa = —

z z

sin(7r + 2a) = — sin 2a = —2 sin a • cos a =

7) 2 sin 3a • sin 2a + cos 5a, если cos — = y/Ofi.
z

2 sin 3a • sin 2a + cos 5a = cos a — cos 5a + cos 5a =

a
= cos a = 2 cos2 — — 1 = 2 • 0,6 — 1 = 0,2

7Г a

8) sin2 (— + —), если sina = 0,6.

.
O / 7Г a \ f ^

Sin — + — = • 2 sin — = 1 — cos a i |M
\4 2/ ■ _2

=Ki_o“(l+“))=|<i+sin“)=
1 + 0,6

0,8
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1 /1 — tg2 а л/З • 2 tg а

.

2 у 1 + tg2 а 1 + tg2 а

\2
1 1 — (2л/3) + л/З • 2 - 2л/3 1 1

1 + (2 л/З)" 2 1 + 12
_1_
26

10) cosa + cos/З, если a — /3=—, a + /3 = 47г.
z

j cos a + cos (3 = 2 cos I —-— I • cos I —-— I j Щ

cos a + cos /3 = 2 cos 27Г • cos
7Г

1 7Г

11) cos(a + /3), если sina • sin/3 = -, a — /3 = —.

z z

cos(a + /3) = cos a • cos /3 — sin a • sin /3 = cos a • cos /3 — - =

Z

= cos a • cos /3 — - + sin a • sin /3 — sin a • sin /3 =
z

= cos a • cos /3 + sin a • sin /3

= cos(a — /3) — 1 = cos — — 1 = | —1|.
z

Ж X

12) sin — + cos —, если sinx = 0,21.
z z

X X

sinx = 0,21; 2 sin — • cos — = 0,21;
Z Z

1 + 2 sin ^ • cos ^ = 0,21 + 1;
z z

X X X X

sin — + cos — + 2 sin — • cos — = 1,21;

^sin|+cos^ =1,21; sin | + cos | = ±\Д,21 = |±1,1
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13) sin4 а + cos4 а, если sin а + cos а = ~^=.
\/2

1
Так как sin а + cos а =

л/2

то sin2 а + cos2 а + 2 sin а ■ cosa =

1 + 2 sin a • cosa = 2 sin a • cosa = —

Z Z

sin* a • cos* a = —, тогда
16

sin4 a + cos4 a =

= sin4 a + cos4 a + 2 sin2 a • cos2 a — 2 sin2 a • cos2 a =

= (sin2 a + cos2 a)2 — 2sin2 a • cos2 a = 1 — 2 • =

4 7 16 |Q0
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Решение карточки 6

Вычислите:

.

ч
sin2 а — 2 cos2 а

1) -■■■^ t о,
если tga = —2.

5 sin a • cos a + 3

sin2 a — 2 cos2 a

5 sin a • cos a + 3

tg2 a — 2

5 tg a + —2—° cos^5 a

4-2

sin2 a — 2 cos2 a

5 sin a ■ cos a + 3

tg2 a — 2

5 tg a + 3 + 3 tg2 a

cos2 a

cos2 a

2) tg i +

5 • 2 + 3 + 3 • 4

7Г

0,4

tg I x
~ i) ’

если tgx = \'
sm(a - /3)

tga - tg/? = * ^cos a ■■ cos p

cos a - cos P = - [cos(a + /?) + cos(a — p)\

ДО

CD

7Г

sm2

1

cos (ж + • cos (^x —
1 2

0,5 ^cos 2x + cos 0,5 cos 2x 2 cos2 ж 1

2 2

tg2 ж+i
- 1

3+1
-1

10

У
1

V2
3) tgx, если sin(a; — 45°) + sin(a; + 45°) = cosx.

i . . _
.

7 a + 0\ Га— ~р\ \

i sin a 4- sin p = 2 sin I —-— \ • cos I —-— I i Щ

y/2
sin(x — 45°) + sin(x + 45°) = cos x;
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л/2 г- л/2
2 sin х • cos 45 = — cos х; v 2 sin x = cos x;

Z Z

1
sinx =-cosx; tgx

4) cos2ce, если cosa = 0,25.

cos 2a = 2 cos2 a - 1 = 2 • 0,0625 - 1 = -0,875

a

5) ctga, если ctg — = —2.
z

ctga =
ctg2 f - 1 4-1

-4
-0,75

2 ctg ^

6) sin ( 2a — ^ , если cosa =
—\/0Д.

|sin(—a) = — sinc^

7Г4 7Г

sin ^2a
— —

J
= — sin

y—
—

2aJ
= — cos 2a =

= — (2 cos2 a — 1) = 1 — 2 cos2 a = 1 — 2 • 0,1 = 0,8

7) 2sin3a • cos5a — sin8a, если sina — cosa = 0,9.

! sin(a + /3) = sin a • cos /3 + cos a • sin /31 CD
h H

! sin(a — /?) = sin a • cos /3 — cos a • sin /31 ЩДО

sina — cosa = 0,9;

sin2 a + cos2 a — 2 sin a • cos a = 0,81;

1 — 2 sin a • cosa = 0,81; —2 sin a • cosa = —0,19.

Поэтому

2 sin 3a • cos 5a — sin 8a = 2 sin 3a • cos 5a — sin(5a + 3a) =

= 2 sin 3a • cos 5a — sin 3a • cos 5a — cos 3a • sin 5a =

= sin 3a • cos 5a — cos 3a • sin 5a = — sin 2a =

= —2 sin a • cos a = —0,19
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о / 37Г a

COS ( ~i Ь 7Г

9

V 4 2

(37Г a

COS (,T+2
1 1

.

=
— + - sin a
2

/

2

Мтг
cos ,t-2“

,
если sina: 0,2.

37Г

! 2 cos2 — = 1 4 cos a !

Г-'ТЗтг V
| cos

— + a
[.ЛА—1.

+ a

ч/з
4

'

cos(a — (3) = cos a
•
cos /3 + sin a • sin /3

1 - tg2 a
cos 2a =

sin 2a =

l_+_tg2_a'

2tga
'

1 + tg2 a

Ш

CD

CS^

/ 47Г \ 4тг
.

47Г
.

cos I 2a 1 = cos — • cos 2a 4- sin — • sin 2a =

у О у О о

Л о л/з .

0

А
= — - cos 2a + —— sin 2a =

i2 2 )
(1 1 — tg2 a y/3 2 tga ^
2 1 + tg2 a 2 1 + tg2 a

i 3 г- л/З
1 1

16 л/З 2

2 'ITT "2
1 ^

16
1 + 16

37

38

cosa + cos/? тг 7Г

10>
sina + 8u,/9'ec,1"a + g=2' “-^=3-

cos a + cos /3 2cos(^)-cos(^)
sin a + sin/?

“

2sin(^) -cos(^)
cos (^)
sin (^)

COS

7Г
Sin

4
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11) cos(a — /3), если sina • sin/3 = a + /3 = 1,57г.

cos(a — /3) = cos a • cos /3 + sin a • sin /3 =

cos a • cos /3 + 0,5 — sin a • sin /3 + sin a • sin /3 =

З7Г
= cos(o! + /3) + 0,5 + 0,5 = cos — + !=[]].

12) tgx, если sin — + cos — = л/ОА-

ju ОС у

sin - + cos - = VO,4;

.
о X 9 X ^ . x X

sm* — + cos — + 2 sm — • cos — = 0,4;
Z Z Z z

X X

1 + 2 sin — • cos — = 0,4; sinx = —0,6;
z z

COS

tga; =

x = ±y/l - 0,62 = ±0,8;

-0,6sinx

cosx

3^_L mo3 ,

tgx =
±0,8

±0,75

13) sin3 a + cos3 а, если sin a + cos a = 0,8.

sina + cosa = 0,8;

sin2 a + cos2 a + 2 sin a • cos a = 0,64;

1 + 2 sin a • cos a = 0,64; 2 sin a • cos a = —0,36;

sina • cosa = —0,18;

sin3 a + cos3 a =

= (sin a + cos a) (sin2 a + cos2 a — sin a • cos a) =

= 0,8 •(! + 0,18) = fp44
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Решение карточки 7

Вычислите:

. 2 + 3 sin а • cos а

1) —j ,
если tga = 4.

sin a + sin a • cos a

2 + 3 sin a • cos a (2 + 3 sin a • cos a) : cos2 a

sin2 a + sin a • cos a (sin2 a + sin a • cos a) : cos2 a

^ +3tga 2(1 + tg2a) + 3tg a

tg2 a + tga

2-17+12

tgz a + tg a

16 + 4
2,3 так как = 1 + tg2 a.

0ч . / 7r\ - f • >/2
2) sm x H— + sin x —- , если sinx = ——.

V 47 V 4J 4

1 . .
7 a Га — ~(Г\ I -■

j sin a + sin p
= 2 sin I —-— I • cos I —-— 1 1 Щ

sin ( x + ^ ) + sin ( x 2 sin x • cos

7Г

\/2sisinx

= 72-
ч/2

3) sinx, если sin(x + 30°) + sin(x — 30°) = \/3.

г. ~r~:~~:~rravp\ Уа-ду. Л
j sin a + sin p

= 2 sin I —-— I • cos I —-— I j Щ

2sinx • cos30° = \/3;

\/3sinx = \/3; sinx = ГП.

4) sin2a, если tga =

1 sin 2a :

sin 2a =

2 tga 1

1 +_ tg_2_a j

2 tga 2-0,5 1

1 + tg2 a 1 + 0,25 1,25
0,8
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а
5) tga + ctga, если tg — = 3.

I2tgcT" I

! 2tgj l-tg2$
tga + ctga = tga + = — + —-

tga l-tg2§ 2tg f

1-9

1-9
+

6) sin + 2a^ ,
если sina = — y/0^7.

sin ( ^- + 2a ) — — cos2a = —(1—2sin2a) = —1+2-0,7=| 0,4

7) 2 sin 5a • cos 3a — sin 8a, если sin a + cos a = \Д)Д

j sin a • cos /3 = - [sin(a + /3) + sin(a — /3)] j 0

sin a + cos a = \/Щ>;
sin2 a + cos2 a + 2 sin a • cos a = 0,6;

1 + 2 sin a • cos a = 0,6;

2 sin a • cos a = —0,4; sin 2a = —0,4;

2 sin 5a • cos 3a — sin 8a =

= sin 8a + sin 2a — sin 8a =

= sin 2a = —0,4

8) sin2 ( — — — ), если sina = 0,8.

7Г a \ |2sin2 ^ = 1-cosa ! ©
sm" I — —

4 2 ) j cos — sin a j

= ^ (l - cos (l - a^jj = i(l - sina) = ^(1 - 0,8) = [0Д



456 Тренировочные карточки

9) \/2sin ^ + 2o^j ,
если tga = —3.

|sin(a + /3) = sina • cos/3 + sin/3 • cosa^
cos(—a) = cosa

7 n Л
cos I ^

a ~

— sin a

cos 2a =

sin 2a =

1 - tg2 a

l_+_tg_2_a'

2tga

a_.

Ш

ф

\/2 sin ( ^ + 2a ) = л/2 [ sin ^ • cos 2a + cos ^ • sin 2a ) =

\4 / V 4 4 У

л/2
= \/2 • —- (cos 2a + sin 2a) = cos 2a + sin 2a =

z

61 — tg2 a 2 tg a 1 — 9

1 + tg2 a 1 + tg2 a 1 + 9 1 + 9
■1,4

7Г

10) sin a + sin /?, если a + /3 = 37Г, a — /3 = —.

о

. Л . /а + /3\ /а — /3
sin а + sin р

= 2 sin I —-— ) • cos

п . 37Г 7Г

2 sin — • cos —

2 6
-2-

л/3
л/З

1 57Г
11) \/2cos(a — /3), если cosa • cos/3 — а + /3 = —.

Z “Г

cosa • cos/3 =

cosa • cos/3 = - [cos(a + /3) + cos(a — /3)];

/ л>ч

cos — + cos(a — /3)

cos(a — P) — ——, значит \/2cos(a — /3) — ГТ].
z
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X X /—

12) cosx, если sin — — cos — =

у 0,5.
Zs z

sincos\ =

sin2|Wf-2sinf.cosf = (y^)2;
l-2sin--cos^ = 0,5; -2sin^ -cos^ = -0,5; sina: = 0,5;

2 2 Z z

cosa; = iv^l^sin2^; cosa: =

±yl
— - =

13) sin3 a — cos3 а, если sin a — cos a = 1,2.

sina — cosa = 1,2;

sin2 a + cos2 a - 2sina • cosa = 1,44;

1 - 2 sin a • cos a = 1,44; 2 sin a • cos a = -0,44;

sina • cosa = —0,22;

sin3 a — cos3 a =

= (sin a — cos a) (sin2 a + cos2 a + sin a • cos a) =

= (sina - cosa)(l + sina • cosa) =

= 1,2(1 - 0,22) = | 0,936 .
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Решение карточки 8

Вычислите:

2 + 5 sin а • cos а 1
1) —Ту ,

если tga =
sin a — sin a • cos a 2

= 1 +tg2a! Щ)'
_q

2 + 5 sin a • cos a

sin2 a — sin a • cos a

(2 + 5 sin a • cos a) : cos2 a

(sin2 a — sin a • cos a) : cos2 a

+ 5 tg a 2(1 + tg2 a) + 5 tg a

tg2a —tga tg2a —tga

= a-(l,+ i,) + i=EШ
4 2

n\ / n\ / >/2
2) cos x + — + cosix —-), если cosx = —.

\ 4/ 4 5

I" [ a + /T\ fa — Jf\ 1
i cos a + cos /3 = 2 cos I —-— 1 • cos ( —-— 1 j Щ

( T:\ / 7Г\ 7r

cos x + — + cosix —-) = 2cosx • cos — =

v 4/ 4 4

= y/2 cos x = y/2 •
= 10,4

5

3) ctgx, если cos(x + 30°) + cos(x — 30°) = \/3sinx.

1 Г a + /Г\ fa — ~(P\ i

cos(x + 30°) + cos(x — 30°) = \/3sinx;
2 cos 30° • cos x = y/3 sin x;

y/3 cos x = y/3 sin x; ctg x = [T].
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4) cos2a, если tga = -. !cos2a=—~
' ’

4 1.

cos 2a = 2 cos2 a — 1 =
1 + tg2 a

- 1 =

<D

1 — tg2 a
1 + tg2 a

’

cos 2a
1 -

16

1 + в

15

17

a

5) sina, если tg — = 3.
z

2 tg:
sina =

i+tg2f
sma =

2-3

1 + 9
0,6

6) sin ( — 2a ] ,
если cosa = —y/0^2.

(y “ 2“) = “ cos2“ = 1 “ 2cos2 a = 1 - 0,4 = 0,6

7Г a

7) cos2 ( — — — ), если sina = —0,6.

! 2 cos2 77 = 1 + cos a !

\ 7 7Г ~\ \

j
cos I — — a 1 = sin a j

COS

7Г a

cos 5-) + 1

=-(sina+ 1) =-(1-0,6) =1^2].

8) sinin - 2a) ,
если tg a =

зУз

• cos 2a =
1 — tg2 a
1 + tg2 a

f Stg'a
! sm 2a = ■

; 2-
-~

_l_+_tjr a_

sin(a — p) = sin a • cos /3 — cos a • sin P

CD

CD
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. / ^7Г
„

\
.

7тт 7тг
.

л

sin 2а = sin — • cos 2а — cos — • sin 2а =

V 6 J 6 6

1 v/3 .
„

1 1 — tg2 a V3 2 tg a
= — - cos 2a + —— sin 2a = — - ■

^ 1- —— ■

я—

2 2 2 l + tg2a 2 1 + tg2 a

1 1-

2 1 +

21 R 2 - ^
4 v 3 2

21 2 *1-1-21
и 1 i /i

59

62

_ sina — sin/? n
37Г 7r

9)
cosa + cos/?'ССЯ“а

+ /?=Т' Q ~

2

sina-sin/9 2sin(^=g)-cos(^)
cosa + cos/?

_

2cos -cos

~~

7Г 37Г

sin ^
• cos

-4-

7Г 37Г
cos

^
• COS

-J-

=0.

1 7тг
10) 3cos(a + /3), если cosa • cos/3 = —a — (3 —

Zj Za

Так как cos(a + (3) = 2 cos a • cos /3 — cos(a — /3), to

3cos(a + /3) = 3 • (2 cos a • cos/3 — cos(a — /3)) =

= 3' (2‘ {~l) -cost) =3-(-i-o) = EI].

Ж X

11) sin — — cos —, если sinx = —0,44.

x x

sm — — cos —

2 2

• 9 X 2 X ^ - X X
= sin —b cos — — 2 sm — • cos — =

2 2 2 2

= 1 — sinx = 1 + 0,44 = 1,44;

sin | - cos | = ±y/lM,

.
X X

значит, sin — — cos

2

X

2
±1,2
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12) 2 cos За • cos 2а — cos 5а, если cos ^ = y/Ofi.
Z

j cos a • cos (3 = i [cos(a — /3) + cos(a -f /?)] j ||y
2 cos За • cos 2a — cos 5a = cos 5a + cos a — cos 5a =

a

cosa = 2 cos — — 1 = 1,2 — 1 = 0,2

ч 1 1
. /3

13) —т 1 -A—, если sma + cosa = \
sin a cos4 a w 9

sin a + cos a =

sin a + cos a + 2 sin a • cos a =

, . 3
Л . 1 1

1 + 2 sin a • cosa = 2 sin a • cosa = sma • cosa =

Z Z 4

1 1
+

sin4 a cos4 a

cos4 a -f sin4 a

sin4 a • cos4 a

cos4 a + sin4 a + 2 sin2 a • cos2 a — 2 sin2 a • cos2 a

(sina • cosa)4

(cos2 a + sin2 a)2 — 2(sin a • cos a)2 1-2- 16

(sin a • cos a)4 l

64-4

= [2241.
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Решение карточки 9

1. Вычислите:

1) \/2cos 45° • ctg 73° • tg 73° - y/3 sin 780° =

2) 7 sin 75° • cos 75° =

7 7 7 1 IT
= - • 2 • sin 75° • cos 75° = - • sin 150° = - • - = -

.

2 2 2 2 4

3) tg2° • tg4° • tg6° •

...

• tg86° • tg88°.

tg 46° - tg(90° - 44°) = ctg 44°;

tg 48° = tg(90° - 42°) = ctg 42°;

tg 88° = tg(90° - 2°) = ctg 2°;

tg2° • tg4° • tg6° •...
• tg86° • tg88° =

= tg2° • tg4° •...
• tg44° • ctg44° • ctg42° •...

• ctg2° = Ш-

4) (tg40° — cos-1 40°) (cos 40° — ctg40°)-1—=' cos2 40°

_

/sin40°
_

1 \ 1 sin40°
_

•\ cos 40° cos 40°/ ^coc 10° cos^°° j cos2 40°

sin 40° — 1 1 sin 40°

sin 40° — 1 1 sin 40°

cos2 40° sin 40°-l cos2 40°

(sin 40° - 1) • sin 40° sin 40°

cos2 40° • (sin 40° — 1) cos2 40°

sin 40° sin 40°
_

_

cos2 40° cos2 40°
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cosa а

5) ,
если tg - = -0,5.

sin а + cos а 2

Найдем tg а по формуле тангенса двойного угла:

2tg? 2 -(-0,5) -1 -1

1 - tg2 f I" (-0,5)2 i
* зtga =

1 _ frr^ _ _

_7_y

2
v W -L

4 4

Разделив числитель и знаменатель на cosa, получим:

cos a
_

1 1 13

sin a + cos a 1 + tg a i_i 3^4 _i O-

2. Найдите минимальное значение функции (при tga > 0)
1 1

f(a) = sin a + cosa + ctga + tga -f -7-5 f-

sin2 a cos2 a

a) sin a + cos a = sin a + sin ( ^ — a

n .
7Г ja-^ + a\ y/2 (

2 sm - ■ cos I

j
=2 — COS^-^J

=

\/2cos ^a — ^ = V2sin ^a + ^ .

[инимальное значение

• ( ж\ 1
in I a + —

J
= —1, т. e.

Минимальное значение выражение принимает, когда

sin

ТГ 7Г
л ,

37Г
л ,

a + — = —— + 2ттк\ а = —— + 2тгк.
4 2 4

б) tg a + ctg a = tg a H—— ^ 2 (так как tg a > 0).
tga

Найдем a, при которых достигается равенство

tga Н—— = 2; домножим на tga:
tga

tg2 a + 1 = 2 tg a; tg2 a — 2 tg a + 1 = 0;
7Г

(tga — l)2 = 0; tga = 1; a = — + тгк.
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cos2 а + sin2 а

sin2 a cos2 a sin2 а • cos2 а
В) -2 _

+

sin2 а • cos2 а *
. 4. sin2 а ■ cos2 a sin2 2а

Минимальное значение принимается, когда sin2 2а = 1;
о . _ 7Г 7Г7Г

sm 2а = 1; 2а = — + 7г/с; а = — Н—к.
Z 4t Zi

Теперь убедимся, что существует такое а, при котором

достигаются все три минимума одновременно.

37Г
а = —— + 2пк\

а — — -j- 7Гк\ | к Е

7Г 7Г

а=4 + 2к;
„ 37Г
Очевидно, что а = —— + 2лк удовлетворяет всем трем

условиям; кроме того, tga > 0, следовательно

/min = /(a) = -у/2 + 4 + 2= 6 — у/2

3. Решите уравнения:

1) 2 cos2 ^ + 3 sin ^ = 0 при \х\ ^ 1.
6 6

Л Л . о 7ГаЛ
.

7ГХ
Л Л Л . 0лх .

ТГХ
Л

2(1 — sm2 — ) +3sin— = 0; 2—2sin2 b3sin— =0;
\ 6/6 66

„ . n 7TX
.

7ГХ
2 sin2 — 3 sin — 2 = 0.

6 6

7ГЖ
Решим это квадратное уравнение относительно sin—:

6
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sin ~ 2 9? [-1; 1]

.
7ГХ 1

sm — = — -

6 2

7ГХ 7Г
л ,

Т
=

~в+2пк
тгх 5тг

л ,
— = —- + 2ттк
6 6

х 1
~
—
— ~ 2/с

6 6
ж 5

б
= _б+“

ж = —1 + 12к х = — 1

х = —5 + 12fc 0 (так как |х| ^ 1)
’

Ответ: х = —1.

2) tg(7rx) — \/3ctg(7rx) = л/3 — 1 при х Е [—2,5; —2].

Домиожим на tg(7rx):

tg2(7ra:) - л/3 = (л/3 - 1) tg(7r®);
tg2(7rx) — (л/3 — l) tg(7ra:) — \/3 = 0.

Получилось квадратное уравнение относительно

tg(7rx). Решим его.

л/З — 1 ± д/(л/3 — I)2 + 4л/3
tg(TTx) = 2— =

л/3 — 1±л/3 + 1 — 2л/3 + 4л/3
2

л/3 - 1 ± \/3 + 1 + 2л/3
~

2
-

л/3 - 1 ± д/(л/3 + I)2
_

(л/3 - 1) ± (л/3 + 1)

7Г 1
а) tg(7ra;) = л/3; жх = —+тгк\ х = -+к; х#[—2,5;—2],

О о

так как к Е Z;
7Г 1 .1

б) tg(7rx) = —1; тгх — — —+7г/с; х = х = —2-

при к = —2.

Ответ: х = —2^.
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4. Вычислите:

1Ч
2 /

.
3 3

1) — arcsin - + arccos -

7г \ 4 4

Возьмем косинус от выражения в скобках, учтя, что

.3 / 7г\ 3 / 7г"
arcsm - £ I 0; — I ,

arccos
- G I 0;

( •
3 3A

cos arcsm - + arccos - =

v 4 A)
3\ / •

3
= cos | arccos

- I • cos I arcsm -

sm I arcsm - I • cos I arccos - I

/ .
3\ 3

.
/

arcsm - — - sin

V V 4 V

3N
arccos - | =

3 A • 2 ( . 3>\ 3
, 2 f 3^

= -W1 - sm* I arcsm - I — - W 1 — cosz I arccos - J
=

.3 3 7Г

значит, arcsm - + arccos - = —h 7r/c.
4 4 2

7Г
.

3 7Г 7Г 3
— > arcsin - > —,

— > arccos - > 0, тогда
2 4 4 4 4

37Г .3 3 7Г
—— > arcsm - + arccos - > —,
4 4 4 4

что возможно только при к = 0, тогда

.3 3 7Г
arcsin - + arccos - = —.

4 4 2

2 / .
3 3\ 2 7Г г—,

Следовательно, — arcsin - + arccos - = — • — = Щ.
7г \ 4 4 / 7г 2

Примечание. Зная тождество arcsin х + arccos х — —,
Z

можно было бы уместить решение в одну строку.
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2) sin (2arctg 0 • tg Q arcsin^ .

1
•

15
л

Пусть arctg - = a, arcsin — = p,

1
.

я

15 / 7г\
0 (n tt\

тогда tga = sin/3=—J ’2^'

Найдем sin 2a и tg >
а затем перемножим.

ч
1 sina

.

а) tga = - =
,
значит cosa = 2 sin a;

2 cosa

cos2 a = 4 sin2 a; 1 — sin2 a = 4 sin2 a;

i r • 2 -2
1

•
1

1 = 5 sm a; sm a = -; sm a = —=

5’ y/E

sin a > 0, так как a € ^0; ^
2

cosa = 2 sma = —=.

V5
12 4

Итак, sin2a = 2 • •

—7=
=

\/5 \/5 5

^ •

д
15

б) sm/? = —;

cos/3 = \/l — sin2 (3 = \l 1 — ( — ) =

154
2

1 - — -
—

- A
V

~

289
_

\ 289
_

17

cos/3 > 0, так как /? € ( 0; ^
в
_

sin (3
=

17
_

15
_

15
_

3
_

g2
_

l + cos/3
_

i + ^
_

17 + 8
_

25 5
'

в 4 3 12
Значит, sin 2a • tg — = - • - =

—
= 0,48

2 5 5 25 ^
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Решение карточки 10

1. Вычислите:

1) (6 tg2 30° + 2 cos 180°) • sin 93° =

2)

= +2- (—l)j-sin93°= Q — 2^-sin93°= [Ш-
sin 20° • cos 10° • cos 60° + cos 160° • cos 100° • sin 150°

_

sin 21° • cos 9° + cos 159° • cos 99°

\ sin 20° • cos 10° + \ cos 160° • cos 100°

sin21°-cos9° + cos 159° • cos 99°

1 sin 20° • cos 10**

’

+ cos 20° • sin 10°

2 sin 21° • cos 9° + cos 21° • sin 9(

1 sin(20° + 10°)
_

1 sin 30°
_

2 sin(21° + 9°) 2 sin 30°

3) 128-sin2• sin2 20° • sin2 40° • sin2 60° • sin2 80°

: 128 sin2 20° - sin2 40° • ( ^ • sin2 80° =

= 3-32 sin2 20° • sin2 40° • sin2 80°;

sin 20° • sin 40° • sin 80° = sin 40° • (sin 20° • sin 80°) =

= cos 50° • (cos 10° cos 70°) = cos 50° • — (cos80° + cos 60°) =

= ^ cos 50° • cos 80° + 7 cos 50° =
2 4

=
7 (cos 130° + cos 30°) 4- \ cos 50° =
4 4

= \ (cos 130° + cos 50°) + 7 cos 30° =
4 4

=

7 (— cos 50° + cos 50°) + 7
•

.

4 4 2 8
j_

Значит, 3 • 32(sin 20° • sin 40° • sin 80°)2 = 3 • 32 • ^ = ^
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. sin4 3 + cos4 3 — 1 1

cos6 3 + sin6 3 — 1 3

а) sin4 3 + cos4 3 — 1 =

= (sin2 3)2 + (cos2 3)2 +
+ 2 sin2 3 • cos2 3 — 1 — 2 cos2 3 • sin2 3 =

= (sin2 3 + cos2 з)2 — 1 — ~ • 4 sin2 3 • cos2 3 =
z

= 1 — 1 — - sin2 6 = — - sin2 6;
2 2

б) sin6 3 + cos6 3 — 1 = (cos2 3)3 + (cos2 З)3 — 1 =

= (sin2 3+cos2 3) (cos4 3+sin4 3—sin2 3 • cos2 3) — 1 =

= cos4 3 + sin4 3 — sin2 3 • cos2 3 — 1 =

= (sin2 3 + cos2 3)2 — 2sin23-cos23—sin23-cos23 — 1 =

= 1 — 3 sin2 3 • cos2 3 — 1 =

= — ^ • 4 sin2 3 • cos2 3 = — ~ sin2 6.
4 4

Следовательно,

sin43 + cos43 — 1 1
_

~|sin26
.

1
_

2 1

cos6 3 + sin6 3 — 1 3 _ | sjn2 0 3 3 3

2. Найдите наименьшее значение функции

f(a) = tg2 a + ctg2 a. + -т-i 1 .

sin a cosJ a

9,1 9,1
tg a + 1 = —5—; ctg a + 1 = .

cos'1 a sin a

Произведем замену:

f(a) — tg2 oe + ctg2 a + tg2 a + 1 + ctg2 a + 1 =

= 2 (tg2 a + ctg2 a) + 2;

tg2 a + ctg2 (x = tg2 a -\ ^^ 2;
tg* OL

значит 2 (tg2 a + ctg2 a) ^ 4; 2 (tg2 a + ctg2 a) + 2 ^ 6.

Итак, f(a) > 6, т.е. = 6.
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3. Вычислите:

1) — [ arcsin
7Г \

V2\
. ( -Л

— +arccos
-т

7Г 37Г 1 7Г

2) tg Q arccos

g
- 2 arctg

Обозначим arccos jj = a, a arctg = /3,

тогда cosa =
g, tg/? = — a G (o; ^ , /Зе

а) Вычислим tg если cosa =

z о

a sin a \/l — cos2 a

2 1 + cos a 1 + cos a

i JL /15 4
25 V 25 5 4 1

1+3 8 8 8 2‘
■L ^

5 5 5

6) tg2(3 =
1

*80 = значит

2'H) -1 4
tg2/? = -A-/ =

T
= --.

1
4 4

/a Л tg ^ — tg 2/3
Итак, tg ( — — 2(3 ) =2 / 1 + tg ? tg 2/3

1,4 3,8 U
2 3 6 + 6 6

l_i.i j_4 2
1

2 3
1

6 6

5,5
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4. Решите уравнения:

1) tg(7rx) + tg(27rx) = tg(37rx), 2,4 < х < 3,2.

tg(7rx) + tg(27rx) = tg(7rx + 27tx);
tg(7TX) + tg(27Tx)

tg(7rx) + tg(27nr)
1 — tg(7Tx) • tg(27rx)

*

а) Пусть tg(7rx) + tg(27rx) Ф 0

(обозначим это условие (*)), тогда

1 — tg(nx) • tg(27nr)
’

1 — tg(7rx) • tg(27rx) = 1; tg(7rx) • tg(27rx) = 0.

1. tg(7rx) = 0; тгх = тгк; x = к \ к G Z;

x = 3G (2,4; 3,2) при к = 3 не удовлетворяет

условию (*);
к

2. tg(27rx) = 0; 27гх = тгк | к G Z; х = —;

х = 2,5 G (2,4; 3,2) при к = 5;
х = 3 G (2,4; 3,2) при к = 6 не удовлетворяет

условию (*).

б) Пусть tg(7rx) + tg(27гх) = 0, тогда

I"
~

sfnToT+~0)~ I

itga + tg/?= * L ,

[ cos а • cos р
'

А:
sin(37rx) = 0; 37гх = тгк | к G Z; х = —.

о

2
х = 2- G (2,4; 3,2) при к = 8;

о

х = 3 G (2,4; 3,2) при к = 9.

Ответ: |2,5;2^;з|.
2) 2cos2(7tx) = \/2sin(7rx); |х| ^

2 (1 — sin2(7rx)) = >/2sin(7rx); 2—2sin2(7rx) = л/28ш(7гх);

2sin2(7rx) + \/2sin(7rx) — 2 = 0.
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Решим квадратное уравнение относительно sin(7rx):
.

, ,
-\/2± V2 + 16 -\/2±уДЯ —\/2 ± 3\/2

sm(7nc) = = —— = .

4 4 4

а) sin(7rx) — —л/2 ^ [—1; 1] 0;

б) sin(7ra;) = 7гж =
j + 2тгк; х = ^ + 2к \ к € Z;

37Г 3 1 . . 1
7гж = — + 2пк: х = - + 2к: х = \х\ ^

4 4 4 2

Ответ: х =

4

.
О / 7Тх\ (7Гх\ О / 7Гж\

.
/ 7Пс\ 1

3) sm (^j.cos^-j-cos (^Tj.sm^Tj =

i;
1,5 < х < 3.

пх\ (TTx\f .
o (ТГХ\ о / пх \\ 1

sm 1 т;cos[YAsm [т)~С08 \2у-*'

sin(7nr) • (— cos(7тх)) = — sin(7rx) • cos(7ra;) =
z z

2sin(7nr) • cos(7rx) = — 1; sin(27nr) = — 1;

2nx = —+ 27t/c; x = + k \ к E Z;
Z 4

®i
= ^ (& = 2); ж2 = у (fc = 3);

xbx2 e (1,5; 3).

Ответ: {1,75;2,75}.
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Решение карточки 11

1. Вычислите:

6 sin 390° • cos(—390°) б sin 390° ■ cos 390°

cos2 30° — sin2 30° cos 60°

_

6 sin(360° + 30°) • cos(360° + 30°)
_

cos 60°

cos 60°

6 sin 30° • cos 30°

cos 60° cos 60°

2) sin6 15° + 3sin2 15° • cos2 15° + cos6 15° =

= (sin2 15°+ cos2 15°) (sin4 15°— sin2 15° • cos2 15°+ cos4 15°) +

+ 3 sin2 15° - cos2 15° =

= sin4 15° + cos4 15° + 2 sin2 15° • cos2 15° =

= (sin2 15° + cos2 15°)2 = ГП.

a) cos 20° • cos 40° • cos 80° —

2 sin 20° • cos 20° • cos 40° • cos 80°

2 sin 40° • cos 40° • cos 80° 2 sin 80° • cos 80°

sin 160° sin 20° 1
~

8sin20°
~

8sin20°
~

8'

6) sin 20° • sin 40° • sin 80° =

= sin(90° - 70°) • sin(90° - 50°) • sin(90° - 10°) =

= cos 70° • cos 50° • cos 10° =

= ]- cos 50° • cos 80° + 7 cos 50° =
2 4

= \(cos 130° + cos 30°) + \ cos 50° =
4 4

= -(cos 130° + cos 50°) + -7 cos 30° =
4 4

2 sin 20'

4 sin 20° 8 sin 20°
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7 (cos(180° — 50°) + cos 50°) + \ • ^Ф
4 4 2

7-(— cos 50° + cos 50°) + ^Ф =

4 8 8

V3
8

Таким образом, tg20° • tg40° • tg80° = — = л/З

\ /с\г* а 5 7Г

4) V26cos —, если tga = ——

при
— < a < 7Г.

Z LZ Z

2tgf 5 2tgf
tga =

l-tg2f’ 12 l-tg2f’

a о a
_ _ 9

a
Л
a

24tg- = 5tg - — 5; 5tg — — 24— — 5 = 0;

a 12 ± V144 + 25 12 ± у'ТбЭ 12 ±13
tg

2
_

5
~~

5
”

5
’

tg
a

2
= 5

a 1
tg

2
~

_5
тг 7Г a тг a
— <a<7r=> — < — < — =s-tg—>0,

a 1
значит, tg

— = — - не подходит.
2 5

1 a
Л

/ 7Г a 7Г

cosa = . . ; cos —>0 — < — < -

±V/l + tg2a 2 V4 2 2

a 1 i
Поэтому COS — =

—;
= —=.

2 v/ГГб2 V26

Значит, \/26 cos ^ - \/26 • = [1].
2 v 26
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г\ /о
Q

.
4л/з 7Г

5) v3sm 2а + sin —, если sina = ———

при
— < a < 7г.

Z I Z

а) Найдем cosa.

cos a < 0, поэтому cos a

А
1 -

4^3 1

Т

.
О!

значит, sm — =

2 \ 2 7

в) sin2a = 2sina • cosa, значит,

.

„ n 4y/3 f 1\ 8^3
sin 2a = 2 • —— • — -

=
—.

7 \ 7J 49

. /7; •
n

.
ol r- ( 8уД\ 2 14\/7 — 24

r) V3sm2a+sin- = x/3J+-4/7= .

nr . .a UV7 - 24
Ответ: v 3 sm 2a + sm — = —

.

Z “1У

6) — j arctg(—1) + arccos | ^ J J =
1 / 7Г 37Г

7Г V 4 4

1 7Г 1

тг

’

2
=

2*

7) sin ^2 arcsin -J .

4 4
Обозначим arcsin - = a, sina =

5 5

Найдем sin 2a.

a G 0;
7Г

«34
sin 2a = 2 sin a • cos a = 2 • - • - =

5 5

24

25
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2. Решите уравнения:

(ТГХ— ) + cos(27rx) = 3 ири 10 ^ х ^ 11.

Для любых х 2 sin2 ^2 и cos(27rx) ^ 1,

значит, для любых х 2 sin2 ^"7^ + cos(27rx) ^ 3.

Очевидно, что для корней уравнения одновременно

должны выполняться равенства 2 sin ) = 2

и cos(27tx) = 1.

7Гх\

~2) '7

V 2 у V 2
a) 2sin2(^U2; sin2 ( ^ ) = 1 =» cos ( ^ ) = 0;

тгх тг
, ,

— = — + тгк] к G Z;

х = 1 + 2к, по условию х = 11 (к = 5).

б) cos(27tx) = 1; 2тгх = 2тгщ п G Z;

х = щ по условию х = п = 10 или х — п — 11.

Одновременно с первым равенством решением

является только х — 11 G [10; 11].
Ответ: х = 11.

к О
/тг п\ 0 / 7Гх\

2) 5 ctg ( - - —

J
- cos

2 ( 2тг + — J = 3 при 1 ^ х ^ 4;

Так как —\— = 1 + tg2 а, то
cos^ а

9 ТГХ / П тгх\
п г, ТГХ

5tg T-(l + tg Tj=3i tg
т

= 1.

а) tg = i; ^ +7Г^; ж = ^ + з/c | fc g z.

Учитывая, что x G [1; 4], замечаем, что подходит

только к = 1, х — 3,75.
^

ТГХ
^

ТГХ 7Г
,

_ 3
б) tg — = —1; — = —— + тгп | п G Z; х = —- + Зп.

Тут подходит только n = 1, х = 2,25.
Ответ: {2,25; 3,75}.
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3) tg ^ arccos
g
— 2 arcctg = x2 — Зх — 4,5.

«("-я"'**-'1-"»:
o

a 1 — cos a

tg — =

2 sina

CD

фctg2a=^^~:~cYa'-i~2tga_ 2 ctga__

tg Q arccos | - 2arcctg (~7^) =

tg (5 arccos §) - tg (2 arcctg (~|))
1 + tg arccos |) • tg (2 arcctg (—5))

2 34 1 — cos ^arccos
^arccos

3 / тг\
. ( 3\

arccos - G 10; — 1 ,
значит sin I arccos - J =

tg ( ^ arccos ^ = 0,5;
L 0' sin (arccos * I 5

= ^1-cos* (arccos !) = ^/l - (!)
tg (2 arcctg (“^ =

4

5’

ctg (2 arcctg (—0,5))
2 ctg (arcctg(—0,5))

_

—1
_

4

ctg2 (arcctg(—0,5)) — 1 0,25 — 1 3*

Значит, tg ^ arccos ^ — 2 arcctg =

= -0,5.

1
_

4

2 3

l + I.i1 ^
2 3

Получаем уравнение x2 — Зх — 4,5 = —0,5;

2 /I — П-
ж — 4

ж = —1
*ж2 — Зж — 4 = 0;

Ответ: {—1; 4} .
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Решение карточки 12

1. Вычислите:

1) (2 cos 30° - ctg 45° + sin2 60° + ctg 960°)_1
3 + 1

ч/З

Uy/з Л
1

_

f 1б\/з — з

3 у -[ 12

-l
12

16\/3-3

12 (16\/3 Ч-3) _4(16^3 + 3) _14(16\/3 + 3)
256-3 -9 256 -3

2) sin 167° • sin 107° + sin 257° • sin 197°

: sin(180° - 13°) • sin(90° + 17°)+
• sin(180c

253

+ sin(270° - 13°) • sin(180° + 17°) =

sin 13° • cos 17° + sin 17° • cos 13° =• cos 13c

- sin(17° + 13°) = sin 30°

cos 4° • cos 86°

— cos 4°

3) cos 17° • cos 73° — sin 13° • cos 21° —

= cos 17° • sin 17° — sin 13° • cos 21°

= - sin 34° — - (sin 34° — sin 8°) — cos 4° • sin 4(
z z

= - sin 34° — - sin 34° + - sin 8° — - sin 8° = [0].
2-2 2 2

LJ

4) cos 10° • cos 50° • cos 70° =

= cos 50° • i (2 cos 10° • cos 70°) =

= ^ cos 50° • (cos 80° + cos 60°) =

= - cos 50° • cos 80° + \ cos 50° =
2 4

cos 86°

lO _
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=

7 (cos 130° + cos 30°) + 7 cos 50°
4 4

111
=

7 cos 130° + 7 cos 50° H— cos 30°
4 4 4

1 V3 л/з
4 4 4 4*2 8

5) sin 18°.

sin 54° = sin(90° — 36°) = cos 36°;

cos(2 • 18°) = 1 — 2 sin2 18°;

sin 3a = sin(a + 2a) = sin a • cos 2a 4- cos a • sin 2a =

sin54° = sin(3 • 18°) = cos(2 • 18°);
3 sin 18° — 4 sin3 18° = 1 — 2 sin2 18°;

4 sin3 18° - 2 sin2 18° - 3 sin 18° + 1 = 0;

Обозначим a = sin 18°, тогда 4a3 — 2a2 — 3a + 1 = 0;

Очевидно, a = 1 является корнем: 4 — 2 — 3 + 1 = 0.

Разделим:

4a3 — 2a2 — 3a + 1 a — 1

4a3 — 4a2 4a2 + 2a — 1

2a2 — 3a + 1

2a2-2a

— a +1
— a +1

Значит, (sin 18° — 1) • (4 sin2 18° + 2 sin 18° — l) = 0;

sin 18° Ф 1, значит 4 sin2 18° + 2 sin 18° — 1 = 0;
'

-l-y/5

= sin a ■ (l — 2 sin2 a) + 2 sin a • cos2 a =

= sin a — 2 sin3 a + 2 sin a ■ (l — sin2 a) = 3 sin a — 4 sin3 a;

sin 18'
-l±y/l + 4

4 -l + y/5 ’

4

4
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— 1 — л/5
а) sin 18° = < 0 не подходит, так как sin 18° > О

(0° < 18° < 90°).

б) Значит, sin 18° = -

-l + v/5
4

Ответ: sin 18°
—1 + л/5

2sin2а — sina • cosa а л/5 — 1
6) =

о
• 2 5 ’ если tg о

=
—о—'3 sm* a + 2 cosz а 2 2

А(а)
2 sin a — sin a • cos a

3 sin2 a + 2 cos2 a

cos2 a • (2 tg2 a - tg a) 2 tg2 a - tg a

cos2 a • (3 tg2 a + 2)

2tgf

3 tg2 a + 2

л/5—1

Так как tg a

л/5 — 1

1-tg2?
, то tg a =

5-2л/5+1

л/5 — 1
_

2 (л/5-1)
л/5-13—v/5

= 2.

Итак, A(a) =
2 • 2

3 • 22 + 2 14

7) sin6 a + cos6 a, если sin 4a

3

7

7Г

при < a <
7Г

3
"

8 4

Пусть /1(a) = sin6 a + cos6 a =

= (sin2 a + cos2 a) (sin4 a — sin2 a • cos2 a + cos4 a) =
= sin4 a + cos4 a — sin2 a • cos2 a =

= (sin2 a + cos2 a)
2
— 3 sin2 a • cos2 a =

= 1 — 3 sin2 a • cos2 a = 1 — 7 sin2 2a.
4

7Г /
Так как — < 4a < 7г, то cos 4a = -yl - sin2 4a,

т. e. cos 4a =

A
1 ¥)'
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_

.
л /1 — cos 4а 7Г _ 7Г

1огда sm2a = W
,
так как

— < 2а < —.

Значит, sin 2а =
2

Таким образом, А(а) = 1 — - • - = 0,5

л/ctg 5° + л/tg 5°
8) ctg 40° —

i/ctg 5° — л/tg 5°

l+tg5°

= ^40“-^ = й840°-1±|§; =

л/W
cos5°+sin5°

. .„о
. .„о

COS 5°+ cos 85'
= ctg 40° - _ .o_ci„ so

- ctg 40
cos 5°-sin 5°

&
cos 50 _ cos 850

cos 5°

.лп 2 cos 45° • cos 40°
лпа

cos 40° —

= ctg 40° = ctg 40° 0.S
2sin45°-sin40°

й
sin40°

2. Решите уравнения:

.
.

О (ТГХ \ (ТГХ \ . (ТГХ \ о (тгх\ 1

Ы cos{y)-““{т) =

4

при
— - ^ х < 0.

sin
ТГх\ (ТГХ \ ( . 9 (ТГХ \ 9 (ТГХ \\

т;-соЧт;-НЫ-со8Чт^ =

1

45

isin7ra:-(—cos7ra;) = ^; — ^ sin27rx = sin27rar = — 1;

27Г.Х
7Г

-Ь 2тгк | A: £

Ответ: ж = —

4

1
,

ж =
—- + к
4

1
л

;

~2 ^ж<0
Ж

4'
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2) cos (2 arctg 7) — sin (4 arctg 3) = x2 — Ax — 5.

arctg 7 G (o; ; arctg 3 G (o; |
a) cos (2 arctg 7) = 2 cos2 (arctg 7) — 1;

1 11
cos (arctg 7) =

VT^fTg^TarctgT) \/l + 72 \/50

/ 1 \ 24
Тогда cos (2 arctg 7) = 2 • f

-^=
\ — 1 =

2

- 1 = -

.

25

6) sin (4 arctg 3) = 2 sin (2 arctg 3) • cos (2 arctg 3).

sin (2 arctg 3) =
2tS<"<*83>

_

23
_ 3.

cos (2 arctg 3) =

1 + tg2 (arctg 3) 1 + 32 5
’

1 — tg2 (arctg 3) 1 — 32 4

1 + tg2 (arctg 3) 1 + 32 5
’

3 / 4\ 24
тогда sin (4 arctg 3) = 2

5 \ 5 / 25

24 ( 24 \
Итак, cos (2 arctg 7) — sin (4 arctg 3) = —( —— =0,

25 V 25 /

и уравнение принимает вид 0 = х2 — 4ж — 5;

Ответ: {
— 1; 5} .

х = 5

х = —1
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Решение карточки 13

1. Решите уравнения:

1) у/3 + 2 cos ^= О ПРИ 8 < х < 20.

<-8
v/З тгх

1Г’ ~9~
+ 2тгк;

х = ±- • 9 + 2к • 9; х = ±7,5 4- 18А; I к е
6

х = 18 - 7,5 = 10,5.

По условию 8 < ±7,5 + 18k < 20;

'0,5 < 18k < 12,5 к е 0
.

15,5 < 18к < 27,5 к = 1
’

Ответ: х — 10,5.

2) sin(ж — 30°) • cos 2х = sin(x — 30°).

Г вт(ж — 30°) - 0
sin(ж - 30°) • (cos 2х - 1) = 0; [ cos 2ж = 1

;

х = 30° + 180°к

х = 180°п

3)

х - 30° = 180°к
_

2х = 360°п
’

Ответ: {30° + 180°к; 180°п | к, п G

5
о х

ж

Л , ,
-- =3ctg- -совж.

l + tgzx о

= 3- -4=- -cosa: (cosx т^О);
v3

| n, к £ Z.

1 +

2cos2_ = УЗ cos ж; 2 cos2 x — y/3 cos ж = 0;
sin2 x + cos2 x

cos x • (2 cos ж - >/3) = 0; разделим на cos а; ^ 0:

cosx = ж = ±— + 2тг/с | к £ Z.
2 6

Ответ: + 27гЛ: | к Е .
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4) cos3x = sin2x.

sin I Зж + -^ ) — sin 2ж — 0;

2 sin
Зж + 5 — 2ж Зж + S + 2ж

"4 = 0;
2

Ж 7Г

• COS

sm|- + Ij=°
5ж 7Г \

cos I
— + — = 0

Ж 7Г

-+i=rt
5ж 7Г 7Г

У+4=2+™
7Г

л т

ж = —— + 2ттк

w 2* \k.nez.
Х =

ю
+ Тп

^ Г тт
л ,

тг 2тг
, ,

1
Ответ: < — — + 2пк] — + —п \ к, п G Z > .

[ 2 10 5 J

5) = 1 при 170° < ж < 200°.
sm 4ж

sin 6ж — sin 4ж = 0

sin 4ж ф 0

.
6ж — 4ж 6ж + 4ж

2 sm cos = 0

4ж ф 180°р

ж = 180°к

5ж = 90° + 180°п ;

ж ф 45°р

sin ж = 0

cos 5ж = 0 ;

ж ф 45°р

'ж = 180°к

х = 18° + 36°п ; ж = 18° + 36°п.

ж ф 45°р
По условию

170° < 18° + 36°п < 200°; 152° < 36°п < 182°;

при п = 5 152° < 180° < 182°, значит,

ж = 180° + 18° = 198° ± 45°р.

Ответ: ж = 198°.



Решение карточки 13 485

6) cos(70° + ж) • cos(20° — ж) =

— [cos(70° -f- ж — 20° Н- х) + cos(70° -Ь х + 20° — х)] = —;

cos(2x + 50°) + cos 90° = 1;

cos(2x + 50°) = 1; 2х + 50° = 360°fc;

ж = -25° + 180° fc \ke%.
Ответ: {—25° + 180°к | к Е Z} .

7) sin х + sin 2х = cos х + 2 cos2 х.

sinx • (1 + 2 cos х) — cosx • (1 + 2 cos ж) = 0;

(1 + 2 cos x) (sin x — cosx) = 0;

tgx = 1

1
cosx = —-

2

X = — -f 7Г/с

2n | fc,n e Z.

X = ±— + 27ГП
o

Г 7Г 27Г 1
Ответ: < — + 7Г&; ±— + 27rn | к, n £ Z > .

8) cos 2 (ж + + 4 sin (ж + = 2,5.

1 — 2 sin2 (ж + +4 sin (ж + = 2,5;

2 sin2 (ж + — 4 sin (ж + — 1 + 2,5 = 0.

Положим sin (ж + = f, тогда

212 -41 + 1,5 = 0; 4*2 - 8t + 3 = 0;

6 3
4 ± У16 - 12 4 ± 2

*1.2 = a

=

~H~
4 2
2 1

4
“

2
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7Г \ 3
sin ( х + -

J
= - £ [—1; 1]

sin ж +
ТГ

ТГ
/ -I \ TJ • 1

ж + — = (—1) arcsin - + тгп;
о Z

ТГ 1
х = — — + (—1)п arcsin - + тгп.

О Z

Ответ = {-§
тг

+ (-1)п • — + 2пп\п е
О

ИЛИ в
тг

+ 2тгк; ~-^ + 2тгп | fc, п Е

9) sin2 ж + sin2 2ж = sin2 Зж + sin2 4ж.

1 — cos 2ж 1 — cos 4ж 1 — cos 6ж 1 — cos 8ж

2
+

2
~~

2
+

2
’

cos 2ж + cos 4ж = cos 6ж + cos 8ж;

2 cos Зж • cos ж — 2 cos 7ж • cos ж = 0;
2 cos ж • (cos Зж — cos 7ж) = 0; 2 cos ж • 2 sin 5ж • sin 2ж = 0;

cos ж = 0

sin 5ж = 0 ;

sin 2ж = 0

х = — + пк

тг

ж = —п

5

тг

х — —t
2

тг

ж = —п

5

тг

х — —t
2

| n,t Е Z.

Ответ:г: f*In’teZJ-
10) sin2 ж — (л/3 + l) sin ж • cos ж + л/3 cos2 ж = 0.

tg2 ж - (л/3 + l) tg ж + л/3 = 0;

tg ж = л/3
tg ж = 1

’

ж =
— + тг/с
о

тг

Ж = — + 7ГП

4

k,nez.

Ответ: { ^ + 7Г&; ^ + тт\к,п € .
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11) sin 2а: + tga; = 2.

•

о

2 tg а:
, тг

+ Х*2+Жк'
Обозначим tga: = <, тогда

2*

2 _1_ ^2
* — 2) £ 2i + 3i — 2 = 0.

Очевидно, t — 1 — корень. Разделим на t — 1:

_

t3 - 2t2 + 3t - 2 It - 1

t3- t2 j t2 - t + 2

t2 + 3t
- t2+ t

_2t-2
2t — 2

t2 — t + 2 — 0; D < 0, остается один корень.

7Г

tgx = 1; х = — + тгк | к Е Z.

Ответ: <^+7tA;|A;EZ>.

2. Докажите тождество

(l + tga) -sin(| - а) sm(j + a).1 — tga

(1 + tga) • sin ^ — a^ (cosa + sina) • sin ^ — a^
1 — tga

\/2sin (j + aj
• sin ^ - a)

л/2 sin (Д - a)

cos a — sm a

sin(|+a).
. ,

7Г

L = sm ( — + a

_

. /7Г
П = sm — + a

4

=^L = n.



488 Тренировочные карточки

3. Вычислите sin 2а, cos 2а, tg2a, если ctga = \/2 + l.

.

■

2tga v^+i 2 (y/2 + l)
sin 2а — — — —

cos 2a =

1 + tg2 a 1+^_^2 2 + 2y/2 + l + l

y/2 + 1
_

y/2 + 1
_

1
_

y/2
2 +y/2

~

y/2. (y/2,+ l)

1 - tg2 a
_

1 ~ (vfe)
_

2 + 2y/2 + 1 — 1

l + tg2a_1 / 1 \2
~

2 + 2y/2 + l + l
+ \y/2+l)

_

2 (1 + y/2)
_ J_ _

y/2
_

2 (2 + л/2)
_

\/2
_

2
'

sin 2a
tg 2a =

— = 1.
cos 2a

4. Решите неравенство у/5 — 2sinx ^ 6sinx — 1.

6 sin x — 1 ^ 0

5 — 2sinx ^ (6sinx — l)2
.1
sinx ^ -

6

5 — 2 sin x ^ 0 Vx

1
sinx ^ -

6

36 sin2 x — 10 sin x ^ 4 ;
1

sinx ^ -

6

1
sinx ^ -

18sin2x — 5sinx — 2^0 .

1
sinx ^ -

Рассмотрим неравенство 18sin2x — 5sinx — 2^0.

5±V25"+T44 5 d= 13
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sinx = -

2

sinx = —-

9

sinx ^

sinx ^ -

1
sinx ^ -

6

Ответ
5тг

n ,
137Г

n
— + 2nk; —— + 27Гк
6 6

\kez}■
5. Постройте график:

y(x) = y/l — sin2 x •

(1 — tg яг) - tg (j+*)
l-tg(f+a?)

у = | cosx|
(l - tgx).

1 + ctg X

■tg* I ,
1 + tga;-s— = cosa;

= | cosx| • tg
f sinx,

x = <

[ — sinx,

cosx > 0

cosx < 0
*

D(y) : <

cos (j + x) ~ф- 0

cos x^O
sin x / 0

^ ctg x ф -1

x / —k IfeeZ.
4
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Решение карточки Ц

1. Решите уравнения:

ТГХ

1) 1 + 2 sin — = 0 при 2 < х < 4.
о

ТГХ

sm ■

1 ТГХ
/

/ 7г\
=

—2’ -з-
= (-1)*(-б)+’г*;

х = (-1)*+‘-+Зк.

По условию 2 < (—l)fc+1- + 3/с < 4.
Z

При k = 1 2 < 3,5 < 4, других таких целых к не

существует.

Ответ: х = 3,5.

2) cos 2х • sin Зж = cos 2х.

cos 2х • (sin Зх — 1) = 0;
cos 2х = 0

sin Зх = 1
’

ТГ

2х = — + тгк
Z

тг

Зх = — + 2тгп
Z

тг тг.

4
+

2

тг 2ТГ

"=6 + Yn

Ответ:
Г 7Г 7Г 7Г

: + 2*; 6

2ж .

+ —п| к,п е
О

3) sin2x = tg60° • sinx.

2 sin х • cos x — y/3 sin x = 0;

sin x = 0

cosx =
л/3 ;

Ответ

x = тгк

7Г I fc,n G Z.
a; = ±— + 2жn '

6

+ 2жn I A:, n €
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ТГ

4) sin2x + cos3x = 0 при 0 < х < —.

ТГ

sin 2х + sin ^Зх + ^
i
=

2 sin
2х + Зх -Ь Зх — 2х +

cos

.
. 5х 7г\

s
~2~ 4 J

=

f X Тг\
cos

2
+

4 ) =

= 0;

тгк
Ъх тг

Т+4
X тг тг

2+4=2+™

X

тг 2тг,

То
+
1Г

| /с, n G Z;

7Г7Г 27Г, 7Г ..
,

0<-Io + T*<2; ю<Тк<Г'

при к = 1 х

Ответ:

27Г _ 37Г

тк
2тг Зтгтг

10
+

5 “10'

5) cos5x + cosx = —2cos3x.

5х + х Ъх — х
2 cos —-— • cos — h 2 cos Зх = 0;

Z Z

2 cos 3x • (cos 2x + 1) = 0;

cos 3x = 0

cos 2x = —1
’

7Г 7Г _

x=6+3fc
7Г

X = — + 7ГП

z

| e z.

Ответ: + ~ + 7rn | /с,n G Z > .

6 3 2 J
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6) 2sin(40° + х) • sin(50° — х) = —1.

cos(40° + х — 50° + х) — cos(40° + х + 50° — х) — — 1;

cos(2x - 10°) = -1; 2х - 10° = 180° + 360°к;

х = 95° + 180°к \keZ.
Ответ: {95° + 180°к \ к G Z} .

7) sin 4х = cos4 х — sin4 х.

sin Ах — (cos2 х + sin2 х) (cos2 х — sin2 х);

2 cos 2х = 0

2 sin 2х • cos 2х — cos 2х = 0;

тг

2х = — + тгк

2х = (-1)"^- + тгп

О

sin 2х — \
2

тг тг.

х=
4
+ 2к4 z

\k,nez.ТГ тг 1

«-(-Ч’й + Г

Ответ: j ^ (-1)"^ + I к, п е zj .

8) 8 cos4 х — 11 cos 2х — 1.

. /1 + cos2z\2
8( J = 11 cos2a: — 1;

2(1 + 2 cos 2х + cos2 2х) = 11 cos 2х — 1;

2 cos2 2х — 7 cos 2х + 3 = 0;

7 ± ч/49 - 24 7 ± 5
cos 2ж = = —-—.

4 4

cos2x = 30 [—1; 1] ^
1 ; cos 2х =

cos 2х = -
’

2

2х = + 27Г&; ж = + тгк \ к G Z.
3 6

Ответ: +тгк\к е z|.
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4ж
.

о Зж
л . 9 5ж 9 Зж

9) cos — + sin — + 2 sm — = cos —.

Zi о z

4ж
. 9 Зж 9 Зж 5ж

cos h sm —— cos — + 1 — cos — = 0;
O Z Z о

4ж
o

5ж
cos —— cos Зж + 1 — cos — = 0;

о о

4ж i 5ж 5ж 4ж

0.Т
+ Т . Т

“

3 . „ . 2Зж п2 sin • sin 1- 2 sm
— = 0;

.
Зж / ж

.
Зж\

2 sm — • I sin - + sin — ) =0;

.
Зж

sm — = 0
2

2 sin

ж | Зж Зж ж

6 ~2 ~2 6
COS

.
Зж

sl”
T

•
5x

n
sm
— = 0 ;

2x
cos — = 0

3

x=4k
67Г

Ж = —П

5

37Г 37Г

| G Z.

Ответ
Г 27Г 67Г 37Г 37Г .

: | —A;; —n;
— + —t \ к, щ t G Z .

3 5 ’4 2

10) V3 sin2 x — 4 sin ж • cos ж + л/3 cos2 ж = 0.

/- 9 /- / 2±v/4^3 2 ± 1
\/3tg ж—4tg®+\/3 = 0; ^ж)1>2 = -д

=

tgж = л/З
V3 ;

tgx = 1-

Ответ

7Г

Ж + 7Гк

7Г
| fc,n G Z.

Ж = h 7ГП

6

7Г

+ 7г/с; — + тсп I fc, n G Z > .

6 1
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sin2 х — 2 х

и) ————1— = tg*“./ , о . ох О
sin х

— 4 cosz 2

х .

^
х . тг _ .

7

cos — ф 0; — 7^ — + тгк; х ф тг + 27гя.
Z Z Z

sin2 х — 2 2 х

4 cos2 | • ^sin2 f
^

sin2 х — 2 —

• 9 Ж
Sin2

2

cos“

л 4х \"4 cos - ) ;

sin x — 2 = —4 sin — • cos —; sin x — 2 = — sin x;
Z z

sin2x = 1;
sinx = 1 тг тг

•

х = ±- + 2тгп; x = -+7rfc.
smx = —1 2 2

Ответ : j^ + 7rfc|fcezj.
л/2 cos a — 2 sin ^ — a^
2 sin ^ + a^ — л/З cos a

л/2 cos a — 2 sin ^ — a^
2 sin ^ + a^ — л/3 cos a

л/2 cos a — 2 sin j
• cos a + 2 cos ^ • sin a

2. Докажите тождество

L =

= V2.

2 sin ^ • cos a + 2 sin a • cos ^ — y/3 cos a

л/2 cos a — л/2 cos a + л/2 sin a л/2 sin a

л/3 cos a + sin a — y/3 cos a

L = y/2

sina

= y/2.

П= y/2

3. Вычислите

=^Ь = П.

7Г

sin(a — 2/?), если tga = 2,4; tg/3 = —0,75 при 0 < a < —.

z

sin(a — 2/3) = sin a • cos 2(3 — sin 2(3 • cos a.

Найдем sina > 0 и cosa > 0.
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tga . 2,4 2,4 12
sma = —===; sma = —===== = —— = —;

\/l + tg2a д/l + (2,4)2 2,6 13

'

12\2 5
cosa = \ l I — ( —

^ i3.

1-tg2/? 0/Э 1-Ш 16-9 7
^ =

IT|= Тб+9= й;

2te/3 2'(_з) 24
sin2/3 =

, 5 2 д; sin2/3=
V
/ =-^•l+tg2/? i + ^ 25

Итак gin(a 2/?) -
12 7 5 Y 24у84 + 120_[Ж’ ^ ^
13 25 13 I 25 J 13 -25 325

4. Решите неравенство yJ7 — 18tgx ^ 6tga; + 11.

Положим tgx = t. Тогда неравенство равносильно системе

64 + 11 ^ О

7- 18i ^ (6t + II)2
6< + 11 < О

7 - 18* > О

0-1
((+3ё) (* + 1)^0

t < -1-

t€-l.
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, „
. . г

. 0 ctg 2а; • (1 + tg 2а:)
5. Постройте график у(х) = у 1 — sirr х г—.

1 + tg (J - 2xJ
у(х) = I cosx

ctg2x • (1 + tg2x)

= cosx

D(y)

1 + ctg 2x

cos 2x cos 2x + sin 2x sin 2x

sin 2x sin 2x + cos 2x cos 2x
= | cosx|.

r

cos 2x ф 0

sin 2x /=■ 0

^ ctg2x ф
— 1

. 7Г 7Г

4 2

П

хф-п

7Г 7Г

X _

8 2

I ¥

1
—^v=cosx

-n У N. n ,/ w.

] 0 £ N / Зя x
1

X 2
1 V ! X T
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Решение карточки 15

1. Решите уравнения:

1) 2 cos2 х + 5 sin ж — 4 = 0.

2 — 2 sin2 х + 5 sin х — 4 = 0; 2 sin2 х — 5 sin х + 2 = 0;

sinx = 2 ^ [—1; 1]
1

sinx

Ответ: |(—l)*5 — + пк \ к G

. COS X

2) 1
— = 0.

1 — sin X

.7Г

; X = (-l)k-+7Tk\keZ.

}•

{
COS X = 0 ТТ ,

, л ; х — -- + 27г/с.
sin х / 1 2

Ответ:■и
3) sin2x = sin3x.

+ 27Гк I к G Z}■

. .
^

.
2х — Зх 2х + Зх

sin 2х — sm Зх = 0; 2 sm cos = 0;

х \ 5х
sin | —— ) • cos — = 0;

.
/ х \ х

Sm

V 2 /
=

.
2
=

5х
^

’ 5х 7г

COST=0 [т
=

2+,га
х = 2ттк

7Г 2 I fc, га G Z.
X = — + -7ГП

5 5

7Г 2
Ответ: I 2ттк; — + -тгп \ к, п G

5 5
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4) cos(2.x — 630°) = sin(4.T + 540°) при 90° < х < 180°.

а) cos(2z - 630°) - cos(2x - 630° + 720°) =
= cos(2a: + 90°) = — sin 2a:;

б) sin(4x + 540°) = sin(4a: + 540° — 720°) =
= sin(4a: — 180°) = — sin 4x.

Тогда — sin 2x — — sin 4x; sin 4x — sin 2x — 0;

л . 4x — 2x 4x + 2x
2 sin • cos = 0; sin x • cos 3a: = 0;

z z

x = 180°к .,

x = 30” + 60”n|,!'n€Z'
90° < 180°к < 180°

90° < 30° + 60°n < 180°
’

Первое неравенство не выполняется при любых

целых к.

Второе выполняется только при п = 2, тогда

ж = 30° + 2 • 60° = 150°.

Ответ: х — 150°.

х = 180°к

Зх = 90° + 180°п
’

По условию

5) sin х + sin Ъх = 2 cos 2х.

^ . х -\- Ъх Ъх — х
2 sm —-— • cos — 2 cos 2х = 0;

2 2

2 cos 2х • (sin Зх — 1) = 0;
cos 2x = Q

sin Зх = 1
’

7Г

2x = — + 7Гк
z

7Г

Зх = 2ттп + —

7Г 7Г
,

х=1 + -к

2тг 7Г

х = тп+б
| к,п е Z.

Л (ж 7Г
,

7Г 27Г , , S\
Ответ: |

- + -к; - + —п \ к,п G Zj .
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6) cos 5х — sin Ъх — sin 7х — cos 7х.

cos Ъх + cos 7х = sin 7х + sin Ъх;

Ъх + 7х Ъх — 7х
л . 7х + Ъх 7х — Ъх

2 cos cos 2 sin cos =0;
2 2 2 2’

2 cos x • (cos 6x — sin 6x) = 0.

Учитывая, что cos6x = sin6x => tg6x = 1,

cos x = 0
имеем совокупность:

tg 6x = 1
’

7Г

x =
— + nk

тг

6x = — + тгп
4

тг

x = — + тгк
Zi

тг тг

х=24 + вп
Г тг тг тг

Ответ: < - + жк\ — + —п \ к, п €
24

7) sinx — cosx =

тг

\/2 sin I х
— — | = sm х

ТГ
, 4jl

тг

х — — = (—1) — + тгк;

7Г

х = ^ + (-l)k^- + nk\keZ.
4 3

Ответ: — + (—1) — + тгк \ к G Z.

8) 2 sin х • sin 8х = cos 7х.

cos(x — 8х) — cos(x + 8х) = cos 7х;
71 7( 7(

cos 9х = 0; 9х = — + 7гЛ;; х = — + —/с | к £
2 18 9

Ответ:
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9) v^3 cos Зх + sin Зх = cosx-Ь л/Звтх.

V3
Q ,

1
•

q
1

^
VS .

cos 3x + - sin 3x = - COS x + —- sin x;
z z z z*

cos ( 3x — ^ j = cos ( x — ^ ,
,

cos (3l “ 5) “ C0S (x “ f) = 0’

2 sin -

3x - J + x
*

Яг — - — r 4- -

3 . 6 ' 3
sm x = 0;

7Г

sin ( 2x —- ) = 0
4

.
f

7Г .

sm ( x + — ) = 0

2

7Г 7Г

X=8 + 2*
7Г

X = + 7ГП

I fc, n G Z.

Ответ
Г 7Г 7Г 7Г

1

\8
+

2
’ _12

+ тгп I k,n G

10) sin x • cos x • cos 2x • cos 8x = - sin 12x.
4

- cos 2x • sin 2x • cos 8x = \ sin 12x;
2 4

sin 4x • cos 8x = sin 12x;

^ (sin 12x — sin4x) = sin 12x; sin4x + sin 12x = 0;

2sin8x • cos4x = 0;

x = ^-k

8x = тгк

тг

4x = — + тгп
’

„
i x = -k\keZ.

x=s + r

Ответ: | ^к \ к G z| .
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11) sin3 х • (1 + ctg ж) + cos3 х • (1 + tgx) = 2\/sinx • cosx.

D(У) : * ф \k.
sin3x + cos3x + sin2x• cosx + cos2x-sinx = 2\/sinx •

cosx;

L = (sin x + cos x) x

x (sin2 x—sinx • cosx+cos2 x+sinx • cosx) =

= (sinx + cosx)(l — sinx • cosx + sinx • cosx),

тогда sinx + cosx = 2\/sinx • cosx.

Положим sinx + cosx = t\ t ^ 0;
— 1 + £2

1 + 2sinx • cosx = £2, тогда sinx • cosx =
,

и уравнение равносильно системе

Jt> О
.

ft> О
. ft

\t2 = 2(-l + t2)' \t2 = 2’

Итак, sinx + cosx = \/2; \/2cos ^x — ^ = \/2;

cos [ x — ^]=1; x — + 2irn \neZ.
V 4 J 4

Ответ: | ~ + 2nn | n G .

12) cos x — cos 2x = sin 3x.

Л . x + 2x
.

2x — x
.

3x 3x
2 sin —-— • sin — 2 sin — • cos — =0;

2 2 2 2’

Л . 3x / x 3x\
2 sin —- • sin — — cos = 0;

2 V 2 2 J
_

.
Зх / (X 7Г \ 3x\

2Smy^co^---j-cosTj=0;
Ж 7Г

, Зх Зх X . 7Г

Зж 2^2+T . "2 2 2
2 sin —- • 2 sin sin = 0;2 2 2
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sin
3x

~2
= 0

( 7TN
sin
V

~

4

(x
J

7Г

sin - H—7
V 2 4

х = т:ттк
3
7Г

х = —+ 7тп | k,n,t Е Z.

7Г

Ответ : {rk;i

х = —— + 2irt

7Г

+ 7гп;
— — + 27г£ | A;, n, t Е

2. Докажите тождество

1 + 2 cos 2а + 2 cos 4а + 2 cos 6а =
sin 7а

sma

L = (1 + 2 cos 2а + 2 cos 4а + 2 cos 6а)
sina\

sina J
sin a + 2 cos 2a • sin a + 2 cos 4a • sin a + 2 cos 6a • sin a

sina

sin a—sin a+sin 3a— sin 3a+sin 5a—sin 5a+sin 7a

sma

sin 7a

sina

sin 7a

sina

sin 7a

sina

; sina ^ 0.

3. Вычислите 4 sin 70°
sin 10°

_

! -4 sin 70° • sin 10° 1 — 2(cos 60° — cos80°)
•

1 ЛП

' - ~ -

sin 10°

1 — 2 • \ + 2 cos 80°

sin 10°

sin 10°

2 sin 10°
m

sin 10°
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4. Постройте график: у(х) = sinx • Vsin2 х — cosx • Vcos2 х.

у[х) = sinx • | sinx| — cosx • | cosx|;

а) x G I четверти: у = sin2 x — cos2 x — — cos 2x;

б) x G II четверти: у
— sin2 x + cos2 x — 1;

в) x G III четверти: у —
— sin2 x + cos2 x — cos 2x;

r) x G IV четверти: у =
— sin2 x — cos2 x = — 1.
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Решение карточки 16

1. Решите уравнения:

1) 2 sin2 2х + 7sin2x —4 = 0.

, . л ч
-7 ± ч/49 4- 32 -7 ±9

(sm 2х)12 = ~А —;—5

sin 2а; = —4 ^ [—1; 1]

sin 2х = -

2

sin 2а;
1

2’

2a; = (-l)^+7rfc; a; = (-l)fc^ + |/c|A;GZ.
Ответ:

sin 2х
2) — г-

= 0.
1 + cos 2х

( sin 2х — 0

| соcos2rr ф —1

х = —к
2

/
7Г

X ф — + ТГП
Z

Ответ: {тг111 Е Z} .

о:

3) cos ^ = cos 2х.

х § + 2а;
cos — — cos 2х = 0; 2 sin

3 2
sm ■

— 0;

•
7ж

п

smT
= 0

■

.
5х

sm —- = 0
6

67Г
ж = -—/с

б7Г | М е Z.

Ж = —t
5

Ответ
Г 67Г _ 67Г

,
_

: jyA;;yi|M € Z|.
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4) sin(3x — 450°) = sin(6x — 540°) при 0° < х < 45°.

л . 6х — 540° — Зх+450° Зх— 450°+6х — 540°
л

2 sin cos = 0;

sin | у
- 45°

cos (
у

— 135° ) = 0

Зх

У
9х

45° = 180°к

- 135° = 90° + 180°п

х = 30° -|-120° к
| к, п G Ъ.

По условию

X = 50° + 40°п

0 < 30° + 120°к < 45°

0 < 50° + 40°п < 45°
‘

Неравенства выполняются при п = — 1 или к = 0:

х = 30° G (0°; 45°)
х = 10° G (0°; 45°)

*

Ответ: {10°; 30°}.

5) CQS^ = 1 при 170° < х < 280°.
sin 2х

cos Зх = sin 2х

sin 2х ф 0 |
cos Зх — cos (2х — 90°) = 0

2х ф 7тк

_

.
Зх + 2х — 90°

.
Зх — 2х + 90°

2 sm sm = 0

х ф 90°к

\1п(|_45»)=0
sin +45°]— 0

’

ж-18°+72°га

х — —90°+360°i \k,n,tEZ.
х ф 90°к

х ф 90°к
\ '

По условию
170° < 18° + 72°п < 280°

170° < -90° + 360°к < 280°
'

Подходят значения к = 1 (но тогда х = 270° ^ ОДЗ!)
и п = 3 — в этом случае х = 234°.

Ответ: х = 234°.
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6) sin х + sin 2х + sin Зх + sin 4х = 0.

_

.
х + Зх

л

2 sm —-— • cos х + 2 sm Зх • cos х = 0;

2 cos х • (sin 2x + sin 3x) = 0;

2 cos x • 2 sin — • cos — = 0;
2 2

cos x = 0

smT=0
cos ^ = 0

2

X = — + 7ГК

2tt
X — —n

5

X = 7Г + 27Г£

Г 7Г 27Г 1
Ответ: < — + 7Г&; “у

^ + 27г£ | fc, n, £ G Z > .

7) sin2x + cos2x = — 1.

\/2sin ^ 2x + = —1;

sin (to+ ^) =--!=;

2x + | = (-l)‘ (-|)+rf|
x = -I + (-l)‘+1| + |*|*eZ.
Ответ: + (-l)fc+1^ + \ к G z| .

8) 2 sin 2x • cos x = sin 3x.

sin 3x + sin x — sin 3x\ sin x = 0; x = тгк | к G

Ответ: {тгк \ к G Z} .
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9) sin4x + cos4x = \/2sinx.

\/2sin ( 4x + ^ ) = \/2sinx;

7Г

sin ( 4x + — ) — sinx = 0;

2 sin
4x + 4

- x

cos

4x + j + x

= 0;

.
. Зх 7Г

,

sm ( — + - ) = 0

5x 7Г

cos|T+8 0

7Г 27Г
,

I =

-12
+ Tfc

7Г 2 7Г 2?r
X =

“20
+ 5'2+T"

7Г 27Г
x =

~vi
+ ^k ,

3* 27Г lfc'neZ-
1 =

Й
+ У"

_ Г 7Г 27Г 37Г 27Г 1
ОтВСГ! |-- + Tt;- + T„|t,„eZ|.

10) 4 cos x • cos 2x • cos 3x = cos 6x.

2 cos 2x • cos 4x + 2 cos2 2x = cos 6x;

cos 6x + cos 2x '+ 2 cos2 2x = cos 6x;

cos 2x = 0

2 cos 2x • ( cos 2x + ^ ) = 0;
cos 2x = —-

’

2

7Г

2x = — + nk
z

27Г
2x = =h—- + 2im

о

7Г 7Г

x = -+2<=
X = ±— + 7ГП

О

I fe,72 G Z.

r: СОтвет: ^ ^ + 7^5 ±7^ + тгп | A;, n G



Решение карточки 16 509

11) sin2х + 5(sinx + cosx) + 1 = 0.

Положим t = sinx+cosx = \/2sin ^x + G [—л/2; у/Щ ;

тогда 1 + sin 2x = t2\ sin 2x = t2 — 1.— +2

t2 —l+5t+l = 0; t(i+5) = 0;

. ,
7Г \ 7Г

sm [ x + — 1 = 0; x + — = irk;

t = 0

.* = -5 0 [-л/2; x/2]
;

7Г
+ тгк | fc G Z.

: |-|+7Tfc|fcez|.Ответ

12) cos 2x + cos x = sin 3x.

3x x
л . Зх Зх

2 cos — • cos — — 2 sm — • cos — = 0;
2 2 2 2’

3x / x 3x\
2 cos — • cos - -sin— =0;

2 V 2 2 /

_ 3x ( . (X 7Г \
.
3x\

2cosy +

Ж I 7Г Зж

0
3rE 2 + 2_T

2 cos — • 2 sm
2 2

Ж ■ 7Г . Зж

2 ^ 2 + ~2
л

cos = 0;

Зж
cos — = 0

2

. /Я" Ж

8ш(?--| =0;

cos ( x + “ ) = 0

7Г 27Г
,

X = — + —
3 3

7Г

x = — + 2irn \k,n,t eZ.
Zi

7Г

x = — + 7Tt
4

Ответ = {§
2тг

,
7Г 7Г

+ —А:; - + 27гп;
- + nt \ к, n, * G
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2. Докажите тождество

cos 14се
1 — 2 cos 4а + 2 cos 8а — 2 cos 12а = .

cos 2а

L = 1 — 2 cos 4а 4- 2 cos 8а — 2 cos 12а =

cos 2а—2 cos 4а • cos 2а+2 cos 2а ■ cos 8а—2 cos 12а • cos 2а

cos 2а

cos 2а—(cos 6а+ cos 2а)+ cos 10а+ cos 6а—(cos 14а+ cos 10а)
cos 2а

cos 2а— cos 6а— cos 2а+ cos 10а+ cos 6а— cos 14а— cos 10а

cos 14а

cos 2а
*

cos 14а

cos 2а

cos 14а

cos 2а

3. Вычислите tg 20° + 4 sin 20° =

2 sin 30° • cos 10° + sin 40° cos 10° + sin 40°

cos 2a

sin 20° + 4 sin 20° • cos 20°

cos 20°

sin 20° + 2 sin 40°

cos 20°

о . 20°+40° 40°-20° ,
• A no2 sm

—2—
* cos

—2
sm 40

cos 20°

cos 20° cos 20°

sin 80° + sin 40°

cos 20° cos 20°

2 sin 60° • cos 20°

cos 20°
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4. Постройте график у(х) = sinx • | ctgx|.

_

Г cosx, ctgx ^ О, sinx ф 0
^

\ —

cosx, ctgx <0, sinx ф 0
’



Зачетные

карточки

Карточка 1

1. Разложите на множители:

.

ч
За 7а

1) cos cos —-;'
8 24’

2) sin 2а • cos За — sin ба • cos За;

3) sin 2а — sin 4а + sin 6а.

2. Докажите тождества:

1) sin 2а • cos а — cos 2а • sin За = — cos 4а • sin а

ч cos4 а — sin4 а — cos2 а 9 а

2) ТГ/ тт — cos 77-

2(cosa —1) 2

3. Вычислите:

1) sin2 16° + cos 46° • cos 14° + 1;

1 — 2 cos2 13°

sin 64°
’

3) (ctg 27° — ctg 54°) sin 54° + 1,5;

^cos у
— sin j j

^
• 2 / ТГ 7t\ ’

Sm [I-?)
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2п . (tv 47г\
sin

iT
+ COS (з

-

Т)
1П* I™ |27г\ • / 7Г 7Г , 2тЛ ’

lOsm^n + Tj -sm^-u+tJ
. 1 — sin2 38°
'

2 (sin 14° + sin2 38°)
’

. cos 31° + cos 89° + 1

— cos2 14°30'

0
-3 + 2 sin2 78°+ 2 sin2 18°

'
5 sin2 42°

’

sin 44° + cos 74°

2 cos 14° + 2 sin 104°
’

. sin 36° + sin 40° + cos 62° + cos 42°

4 cos 6° • cos 4° • sin 38°

cos 37° - 8 cos 143° + 2 sin 127°

sin 42° • sin 79° + sin 48° • sin 11°
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Карточка 2

1. Разложите на множители:

.

ч
5а 4а

1) cos — + cos—;

2) sin 2а • cos 4а + ^ sin 2а + ^ sin 8а;
Z Z

3) 1 — sin 2а + cos 2а.

- sin 6а;
2

’

3. Вычислите:

1) sin 67° • sin 7° - sin2 37° - 2;

1 — 2 sin2 46°
) 8 cos 92°

’

ctg31°-tg31° 3

tg31° + ctg31° cos 62°’

(tg^-ctg^)2
4)

, 2»
’

Ctg2 5

27Г / 7Г 7Г \

^ coSl3-sin^-iaj
'

. 7Г . 37Г ’

Sin
26

• Sm
26

1 + cos 62° — cos2 31°
} cos2 31°

5

2 cos2 42° + cos 36°
'

cos2168°
5

2. Докажите тождества:

1) sin 4a • cos 2a — sin a • cos a =

ЛЧ 1+sina + cosa a

2) ^ : = ctg
1 + sm a — cos a 2
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2 cos2 46° + 2 cos2 106° -3

sin2 76°
’

sin 91° —sin 1°

9л/2 cos 46° + л/2 sin 44°
’

. sin 8° — sin 10° — sin 12° + sin 14°

4 sin2 1° • cos 1° • sin 11°

5 sin 211° + 8 cos 59° - 5 sin 31°

sin 54° • sin 67° — sin 36° • sin 23°
’
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Карточка 3

1. Разложите на множители:

1) sin2а — sin(3a + 7г);
2) sin 2а — 2 sin 4а • cos а + sin 6а;

3) cos 2а + 2 sin 2а — cos 6а.

2. Докажите тождества:

1) (tg 2а — tga) (cosa + cos За) = 2 sin а;

. 1 + cos а + cos 2а + cos За
2) —;—

— = ctga.
sm 2a + 2 sm a • cos 2a

3. Вычислите:

1) cos2 41° + cos 79° • cos 19° — 1;

\/2(cos 80° + sin 80°)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

sin 125°

tg2 31° — sin2 31°

4 tg2 31° • sin2 31°
’

• 4 7Г 4 7Г
Sir

g
— COS^ g

о 27Г
’

2 COS -g-
7Г • 7Г

sm
g

— sm
з

4 cos Щ- ■ sin ^
tg34°(l — tg2 17°)

4 tg 17°
’

cos 85° + cos 35° - 2 sin 65°

cos 25°
’

8) cos2 23° - cos2 7° 4- sin2 53° - 3;

2л/2 cos 7° + \/2 sin 83°

cos 52° + cos 38°
’

cos 4° — cos 6° — cos 8° + cos 10°
10)

И)

sin2 1° • cos 1° • cos 7°
’

3 cos 215° - 4 cos 35° - 2 sin 125°

cos 17° • cos 18° — cos 73° • cos 72°
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Карточка 4

1. Упростите tg ( а + ^ j — tg (а — ^
2. Разложите на множители:

1) cos 4а + 2 cos а • cos 6а + cos 8а;

2) 2 sin За — cos 2а + cos 4а.

3. Докажите тождества:

. 2 sin а — sin 2а 9 а

1) = _•

2 sin а + sin 2а 2
’

„ cos 4а
.

2) 1 Ч т г- = sm4a.

tg (х — 2а)
4. Вычислите:

1) cos2 84° + cos 51° • cos 39° + 3;

2)
1 ~tjfL!5° -2 cos2 75°;
cos 150°

ctg2 34° — cos2 34°
3)

4)

2 ctg2 34° • cos2 34°
’

( 7Г .
• 7Г

(cos -jj +sm yyJ

(5-n)cos2

COS T7j + cos 5

5) 1! i;7
7Г 7Г

COS
g

• COS
24

1 + sin 18° - cos2 36° 1
'

2 cos2 36° +4’
cos 68° — 2 cos2 4°

2 cos2 26°
’
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8) cos2 19° + sin2 11° + cos2 41° + 2;

8 sin 194° + cos 256°
'

sin 14°
5

2 л/2 sin 22° + 5л/2 cos 68°

cos 23° — cos 67°
’

. cos 5° + cos 85° + sin 75° + sin 15°

4л/2 cos 5° • sin 55°

7 cos 29° - 2 cos 151° + 4 sin 61°

cos 67° • cos 38° + cos 23° • cos 52°
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Карточка 5

Вычислите:

.

ч
cos2 а + 2

1) — т.—, если tga = 3;
3 sin a • cos а + cosJ a

( 2тг\ ( 2тг\
2) cos I ж —— 1 — cos I ж + — J , если sm ж =

1

3) cosx, если соз(ж — 45°) + соз(ж + 45°) = л/2;

4) 1 + cos2a, если sina = —0,6;

a 1
tga, если ctg - = -;

6) cos(2a — 7г), если sina = \/0^2;

7) 2 sin 5a • cos 7a — sin 12a, если sin a + cos a = 0,3;

. 9 (37Г a\
3

2/
sin2 ( — — ) , если sina = 0,7;

sm a + 2 cos a a 1
—

, если tg — =

sm a + 4 cos a 2 2

a + (3 = 2tt

10) 2\/3 (sina — sin в), если I
n

2n :

a~^ =

~3

1 7Г

11) 5cos(a — /3), если cosa • cos/3 = -иа + /?=—;
£ <3

XX

12) совж, если sin — + cos — = 0,5;
z z

13) sin6 a + cos6 а, если sin a + cos a = J
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Карточка 6

Вычислите:

1

9

10

11

12

13

sin2 а — 3 sin а • cos а

cos4 а
, если tga = 2;

ctg + ctg ух
—

, если ctgх = 2;

cosa;, если sin(120° — x) + sin(120° + x) = —л/3;

sin2a, если tga = —0,5;

a

cosa, если ctg — = — 1;
z

sin(7r + 2a), если sina + cosa = 0,7;

2 sin 6a • sin 4a + cos 10a, если cosa = 0,3;

9 / 57Г a\
C [~А+2 Г 6СЛИ sina =

’ ’

sin a — 4 cos a a
—

,
если tg — = 2;

2 sin a + cos a 2

sin a + sin /3 _ Зтг „к
-, если a+'/?= — иа — /?=—;

cos a — cos (3 2 3

1 7Г

4sin(a — /3), если sina • cos(3 = - и a + /3 = —

—;

\/l9tgx, если sin ^ — cos ^ = д/ОД;
z z

sin4 a cos4 a
.

2
—5 1 —, если sm a + cos a = —7=.
cos"* a sinz a V 5
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Карточка 7

Вычислите:

.

ч
cos2 а — 2 sin2 а

1) — —, если tga = -3;
5 sin а • cos а + 3

2) ctg (ж - ^ - ctg (ж + ^ ,
если tgж =

у/2
3) ctgx, если cos(х — 45°) — cos (х + 45°) = —;

(а
7г\

— + — I = 0,25;

а

5) tga, если tg - = -3;

6) cos(2a — 7Г), если cos ^a + ^
OL Gt

7) 2 cos 3a • cos 5a — cos 8a, если sin2 — + cos — = 0,8;
z z

.
. 9/3 a\

.

8) sin ( -7Г + — 1
,
если sma = —0,3;

/4 \ y/3
9) cos I -7Г + 2a j

—

,
если ctga =

fa-/?= J
.

cos a — cos p I 2
10 —, если ^ ;

sm a — sm p \ { a —
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Карточка 8

Вычислите:

3 sin а • cos а — sin2 а

10

11

12

13

9 + 5 sin а • cos а

если tga = —3;

7г\ ( 7г\ 1
tg ( х + -J + tg \х

- -

j , если tgx =

ctg ж, если cos(x — 45°) + cos(x + 45°) = \/2sinx;

.
о

4
sin2a, если ctga =

о

a 1
sina, если ctg — =

Z О

cos + 2a^ ,
если sina — cosa = 0,5;

2 cos 5a • cos 7a — cos 12a, если cos a = 0,2;

. 9 (57Г a\
sm ( —— — I , если sma = 0,1;

\/3tg — 2a^ , если tga = 3\/3;

л/з cos a + cos {3 _ 2n 7Г
—

-, если a + /? = — и a - /? = -;
2 cos a — cos p 6 2

0,2cos(a — /?), если cosa • cos /3 = — ^ и a + /? =

sinx, если sin — — cos — = >/0,44;
Z Z

,2Л _2Л удsin" a cos" a

, если sm a
— cos a

cos a sin a 2
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Карточка 9

1. Вычислите:

1) 4(cos24° + cos48° — cos84° — cos 12°);

2) ctg 1° • ctg 3° • ctg 5° Vе 89°;

3) sin4 a — cos4 а, если tg — = 0,5;

1 — sin6 a — cos6 a
V z г-4 7 ?

если a = 7°;
1 — sin^ a — cos4 a

5) (““H)) orctgii

6) cos(2 arctg 2) — sin(4 arctg 3).

2. Найдите наименьшее значение функции

f(a) = | tga + ctg a|.

3. Решите уравнения:
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Карточка 10

1. Вычислите:

1) sin 160° • cos 110° + sin250° • cos340° + tg 110° • tg340°;

. 1 — cos4 a — sin4 a _4

2) ^ -cos a;

tg a

3) tg ^ — 2a^ , если tga = 2;

4) tg2 ж + ctg2 ж, если tg x + ctg x = 5;

5) sin Г2 arctg ^ j + tg Q arcsin ^ j ;

/1 3
Л (I

6) ctg - arccos - — 2 arcctg I —-

\2 5 \ 2

2. Найдите наибольшее значение функции

/(а) = sin2 а • cos2 а.

3. Решите уравнения:

1) 2cos(7nr) + 3sin(7ra;) = 5, если 1 ^ х ^ 2;

2) sin4(7nr) + cos4(7rx) = sin(7rx) • cos(7rx), если 0 ^ х ^ 2;

7ГЖ

3) ж2 + 6ж • sin — + 9 = 0.
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Карточка 11

1. Вычислите:

л\
7ж

1) COS-;

. tg 7° • sin 14° — 1

cos 14°
’

3) cos 47° — cos 13° + cos 73°;

4) sin20°-sin40°-sin80°;

5) 162(sin4x + cos4x), если sina; — cosa; =

О

6) sin6 a + cos6 a + 3 sin2 a • cos2 a;

7) arccos (—0,5 • \/3) : arctg ^ ;

8) tg ^ arccos jj — 3 arctg(—2)^ .

2. Найдите область изменения функции

/(/?) = 2 sin2 /3 + 3 tg /? • ctg/3.

3. Решите уравнение

/ ч ( \
cos(7ro:) — 2 cos I —— 1 =2, если —6 ^ х < —2.
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Карточка 12

1. Вычислите:

„ ч
5тг

D tg-;

67Г Зтг
2) cos — • cos —;

5 5

3) . \ 4 sin 70°;
sm 10°

П 27Г 67Г
4) cos 0 + cos — + cos — + + cos —;'

7 7 7

5) cos(2 arctg 7) — sin(4 arctg 3);

(c 5
.

12
6) tg 2 arccos —7=

— arcsm —) 6
V л/26 13

2. Найдите наименьшее значение функции

/(а) = sin6 а + cos6 а.

3. Решите уравнения:

1) tg(7Tx) — Ctg(7nr) = Sin-1(7TX) — COS-1 (7гж),

если — 1 ^ х ^ 1,5;

2) cos(7rx) • cos(27tx) • sin(37rx) = “ sin(27rx),

если 0 ^ х ^ 0,5;

3) у/х + у/х — 1 = COS \/1 — X.
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Карточка 13

1. Вычислите:

1) sin2а, cos2а, tg2a, если ctga = 1 — у/2;

2) 4 cos 20° — л/З ctg 20°.

2. Решите уравнения:

7ГТ

1) 1 + 2 cos — = 0;
15

2) 2 cos(a: + 60°) • cos Зх = cos(x + 60°);

4) cos4x = sin2a:, если 0 < x < 80°;

sin 4x
5) — = —1, если 80° < x < 180°;

cos ox

6) sin(30° — x) • cos(60° + x) = 1;

7) (1 + cos 2x) • sin x = cos2 x;

8) 9 ctg2 x + 4 sin2 x = 6;

9) sin4 x + cos4 x =
8

10) y/3 sin2 x + 5 cos2 x — (5\/3 + l) sin x • cos x = 0;

-чЧ .
x x

11) 1-cos - =tg-.

3. Решите неравенство V10 ~~ 18cosx ^ 6cosx — 2.

4. Постройте график y{x) = y/l + tg2 x
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Карточка Ц

1. Докажите тождества:

(1-tga)-cos (f — а) /п \

1) ^=cos - + a ;
1 + tga V4 J

1 1 1
2) +

o™ q™
+ • • • +

cos x • cos 2x cos 2x • cos 3x cos 9x • cos lOx

2 sin 9x

sin 2x • cos lOx

2. Решите уравнения:

9

10

И

12

3 sin2 2x + 7 cos 2x — 3 = 0;

sin(x — 45°)
л/2

— 0;
cos x

2

tgx = tg4x;

cos(x + 360°) = cos(2x — 270°), если 270° < x < 360°;

sin 3x — sin 7x = л/3 sin 2x\

sin x • cos 5x = sin 9x • cos 3x;

sin 7 + л/3 cos 7 + 1 = 0;
6 6

2 cos x • cos 4x = cos 3x;

2cos4x = л/2(со8х — sinx);

cos x • cos 2x = —г—;
8smx

cos x + sin x = л/l — 2 cos2 x;

cos 2x — cos 3x = sin 5x.

3. Решите неравенство sin5x + sinx ^ 0.
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Карточка 15

1. Вычислите:

5 4
1) cos(2a — /3), если tga = —

—, tg/3 = -

при 0 < /3 <
л. А о

2тг 7Г

2) cos——cos—.

5 5

2. Докажите тождества:

sina + 2sin (§ —a)
^

^

2 cos ^ — a^ — л/3 cos a ^6 a

2) 8 ctg 24a + 4 tg 12a + 2 tg 6a + tg 3a = ctg 3a.

3. Решите уравнения:

x

1) ctg - = ctg Ъх\

2) sin6rc = cos4x при 0 < x < 90°;

3) s\n(x — 45°) = cos(3x — 180°) при 0 < x < 180°;

4) cos 3x — cos 7x = sin Ъх\

5) cos(20° + x) + cos(100° — x) =

6) cos2 x + cos2 2x = cos2 3x + cos2 Ax;

7) sin x • sin 2x • sin 3x = ^ sin Ax;

8) cos 3x + cos 2x = sin Ъх.

4. Решите неравенства:

1) у/2Ъ — 16 ctg х ^ 8 ctg ж — 5;

2) cosx + cos5x ^ 0.

5. Постройте график
tg ( \ + x ) • sin(7r + x)

y(x) = x/l + Ctg2$ -

—J г .

Ctg(7T — X)

to|

Ц
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Карточка 16

1. Найдите 2а + /3, если tga: = —2, ctg/3 = ^
7Г _ 7Г

при
- < a < 7г, 0 < р <

2. Вычислите ctg 70° + 4cos 70°.

3. Докажите:

(1 + tg 2< ? + 2a

1) i :

2) 4 sin3 a • cos 3a + 4 cos3 a • sin 3a = 2,4,
3 7Г

если cos 4a = -

при 0 < a < —.

5 4

4. Решите уравнения:
fn

1) cos(170° + a:) —cos(50° + x) = —, если —180° < ж <90°;
z

2) sin x • sin 3x + sin Ax • sin 8x = 0;

3) \/3 sin 2x + cos 2x = л/3;

4) sin 7x + cos2 2x = sin2 2x + sin x\

5) 3 + 2 sin 2x = tg x + ctg x;

6) cosx • cos 2x • cos4x • cos8x =

15
7) sin6 x + cos6 x = —- + cos 2x при 0,57г ^ x ^ 1,57г;

16

8) arcsin (cos (2 arcctg x)) = 0.

5. Решите неравенства:

1) arcsin x < arccos x;

4 .
2x2 — 9x + 8 7Г

2) arcsin
2

6. Постройте график y(x) =
cos x + cos 3x

y/l + cos 2x
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Решение карточки 1

1. Разложите на множители:

За 7а а
.
а

1) cos — cos — = —2 sm — • sm —.}
8 24 24 3

2) sin 2a • cos 3a — sin 6a • cos 3a =

= — cos 3a • (sin 6a — sin 2a) =

= —2 cos 3a • sin 2a • cos 4a.

3) sin 2a — sin 4a + sin 6a =

= 2 sin 4a • cos 2a — sin 4a = 2 sin 4a • ( cos 2a

m

7Г

(cos 2a — i ) =

V 2;
= 2 sin 4a • [ cos 2a — cos — ) =

= —4 sin 4a • sin ( a + ^ J
• sin ( a — ^

m

2. Докажите тождества:

1) sin 2a • cos a — cos 2a • sin 3a = — cos 4a • sin a.

L = sin 2a • cos a — cos 2a • sin 3a =

= 0,5(sin3a + sina) — 0,5(sin5a + sina) =

= 0,5 sin 3a — 0,5 sin 5a + 0,5 sin a — 0,5 sin a =

= 0,5(sin 3a — sin 5a) = — cos 4a • sin a.

L = — cos 4a • sin a

П = — cos 4a • sin a
=>L = II.

2)
cos4 a — sin4 a — cos2 a

2(cosa — 1)

о a
= COS

2'

L =
cos4 a — sin4 a — cos2 a

2(cosa — 1)

(cos2 a — sin2 a) (cos2 a + sin2 a) — cos2 a

2(cosa — 1)



532 Зачетные карточки

ш
cos2 а — sin2 а — cos2 a sin2 а

2(cosa-l) -4 sin2

4sin2f-cos2f a
= cos —.

4 sin2 § 2

т 2L = cos —

П = cos2
=> L = П.

3. Вычислите:

Ф 1) sin2 16° + cos 46° • cos 14° + 1 =

0} = sin2 16° + 0,5(cos 32° + cos 60°) + 1 =

= 0,5(1 - cos 32°) + 0,5 cos 32° + i + 1 =

= 0,5 + 1,25 - 0,5 cos 32° + 0,5 cos 32° =

1 -2 cos2 13°

sin 64°

_

cos 26°
_

cos 26°
_ |—® ~~

_sin(90° - 26°)
~

~~cos 26°
_

(2D 3) (ctg27°-ctg54°)sin54°+ 1,5 =

1 + cos 54° cos 54°

sin 54° sin 54°

1 + cos 54° — cos 54°

sin 54°

1

sin 54° + 1,5 =

sin 54° + 1,5 =

sin 54°
•sin 54° + 1,5 = 1 + 1,5= 2,5

(7Г
• 7г\2 П

' 2 (К 7Г^
cos 7

— sm ■= ) 1 sin ( т —

7 )
Ш1 7 f- = } r— = [2]

-2/7Г 7Г \ ‘2/7Г 7Г \
Sln [l

~

7) Sln (4
-

7)

2

1,75 .
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5)

27Г ,
sm

jy + cos (7Г _
4тг\

2 7)
1Л

. ( 7Г , 2тг\ . / 7Г 7Г , 27Г \
lOsin (п + 7 J

• sm —

u + 7 J
27Г . 47Г

sin
yj +

sm
-у-

Ю81п(тт + т) •cos(tt-t)

ID
|«|р|

@

6)

sin + sin Щ-
5 ^sin + sin

1 - sin2 38°

2 (sin 14° + sin2 38°)
~~

cos2 38°

2 (sin(90° - 76°) + 0,5(1 - cos 76°))
cos2 38°

_

2(cos 76° + 0,5 — 0,5 cos 76°)
=

cos2 38° cos2 38°

7)

2(0,5 + 0,5 cos 76°) 2 cos2 38°

cos 31° + cos 89° "Ь 1

0,5

- cos2 14°30'

2 cos 60° • cos 29° + 1 cos 29° + 1

8)

-0,5(1 + cos 29°) -0,5(1 + cos 29°)

-3 + 2 sin2 78°+ 2 sin2 18°
_

5 sin2 42°

-3 + 1 - cos 156° + 1 - cos 36°

5-0,5(1 - cos 84°)
—1 — (cos 156° + cos 36°)

2,5(1 — cos 84°)
1 + 2 cos 60° • cos 96°

=

2,5 (1 — cos(90° — 6°))
1 — sin 6°

5T=EH.

m

id

ф

Ш

1 + cos(90° + 6°)
2,5(1-sin 6°)

О

0

2,5(1 — sin 6°)
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0

0

0

0
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СЕР

9)
sin 44° + cos 74°

2 cos 14° + 2 sin 104°

sin(90° — 46°) + cos 74°

2 cos 14° + 2 sin(90° + 14°)
cos 46° + cos 74° 2 cos 60° • cos 14°

2 cos 14° + 2 cos 14° 4 cos 14°

cos 14°

4 cos 14°

10)
sin 36° + sin 40° + cos 62° + cos 42°

4 cos 6° • cos 4° • sin 38°

sin 36° + sin 40° + cos(90° — 28°) + cos(90° — 48°)
4 cos 6° • cos 4° • sin 38°

sin 36° + sin 40° + sin 28° + sin 48°sin 36° + sin 40° + sin 28° + sin 48°

4 cos 6° • cos 4° • sin 38°

2 sin 38° • cos 2° + 2 sin 38° • cos 10°

4 cos 6° • cos 4° • sin 38°

2 sin 38°

-UO Olll UU

• (cos 2° + cos 10°) 2 cos 6° • cos 4°
^

4 cos 6° • cos 4° • sin 38° 2 cos 6° • cos 4°

cos 37° — 8 cos 143° + 2 sin 127°

sin 42° • sin 79° + sin 48° • sin 11°

_

cos 37° - 8 cos(180° - 37°) + 2 sin(90° + 37°)
_

0,5(cos37° — cos 121°) + 0,5(cos37° — cos 59°)

_

cos 37° + 8 cos 37° + 2 cos 37°

0,5 cos 37°
— 0,5 cos 121° + 0,5 cos 37°

— 0,5 cos 59°

11 cos 37°

0,5 (2 cos 37° - cos(180° - 59°) - cos 59°)
11 cos 37°

_

11 cos 37°

0,5(2 cos 37° + cos 59° — cos 59°) cos 37°
=\m-



Решение карточки 2 535

Решение карточки 2

1. Разложите на множители:

.

ч
5а 4а 11а 17а

1) cos — + cos — = 2 cos —— • cos ——.}
6 15 20 60

2) sin 2a • cos 4a + ^ sin 2a + - sin 8a =
z z

= ” (sin 6a — sin 2a) + sin 2a + ^ sin 8a =
z z z

= ^ sin 6a — ^ sin 2a + ^ sin 2a + - sin 8a =
z z z z

1
(sin 6a + sin 8a) = sin 7a • cos a.

3)1 — sin 2a + cos 2a =

= 1 — 2 sin a • cos a + 2 cos2 a — 1 =

= 2 cos2 a — 2 sin a • cos a =

= 2 cos a • (cos a — sin a) =

= 2 cos a • \/2sin(45° — a).

О

©

CD

(2D

2. Докажите тождества:

1) sin 4a • cos 2a — sin a • cos a = - sin 6a.
z

L = sin 4a • cos 2a — sin a • cos a =

= ^ (sin 6a + sin 2a) — ~ sin 2a =
z z

= - sin 6a 4- x sin 2a — ^ sin 2a = ^ sin 6a.
2 2 2 2

L = - sin 6a
2

П = - sin 6a
2

=>L = II.

©
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т

1 +sin a + cos а а

2) Т—-
= ctg-.

1 + sm а — cos а 2

^
1 + sin а + cos а 1 + 2 sin 2

• cos 2+2 cos2 — 1

1 + sina - cosa 1 + 2sin f • cos f - 1 + 2sin2 f

2 sin ^ • cos - + 2 cos2 ^
2 sin ~ • cos f + 2 sin2 ^

a ( • a , a\
COS

^
(sm

2 +
COS

^
1

a / a . a \ •„ a

sm I cos
^
+ sm

2 J sin
2

COS
^

a

L = ct82
n= ctg

a
^Ь = П.

©

3. Вычислите:

1) sin 67° • sin 7° — sin2 37° — 2 =

= 0,5(cos 60° - cos 74°) - sin2 37° -2 =

= 0,25 - 0,5 cos 74° - 0,5(1 - cos 74°) - 2 =

= 0,25 - 0,5 cos 74° - 0,5 + 0,5 cos 74° - 2 =

m 2)

3)

= -0,25 - 2 = -2,25

1 — 2 sin2 46° cos 92

8 cos 92° 8 cos 92°

ctg 31° - tg 31° 3

tg 31° + ctg 31° cos 62°

cos 31°
_

sin 31°

sin 31° cos 31°

sin 31°

Ш

sin31° ,
cos 31° cos 62°

cos 31° sin 31°

cos2 31°cos" oi
— sm 31 3 о

—о о
• = cos 62 • —

sin2 31° + cos2 31° cos 62° cos 62*

cos2 31°—sin2 31°
sin 31° cos 31°

sin2 31°+cos2 31°
sin31°cos31°

COS 62°

1.
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/ тг 7Г \
2 {Sin 10

—

COS
10 )

(tg 10
~ Ctg 10)

=
Vcos^ sinw J

ctg2 | (cos ]
7Г \ *

COS

5 \

sm§)
sin2

n 2 тг \ J

I

10
cos

10
\

7Г • 7Г I
:osTo-smIo /

27Г • / 7Г 7Г \
COS_ -Sinf

2
-

13 )
5)

. x .3,

= ©
sin

26
' Sm

26

cos ^ — cos
jTj

2 sin • sin ^
7Г • 37Г 7Г • 37Г

Sin
26

* Sin
26

Sin
26

• Sin
26

= ЕЭ. Ш

1 + cos 62° — cos2 31°
,

6) 1= ®

1 + 2 cos2 31° - 1 - cos2 31°
_

cos2 31°

cos2 31° cos2 31°

2 cos2 42° + cos 36°

1 = Щ.

^ cos2168° ®

_

1 + cos 84° + cos 36°
_

1 + 2 cos 60° • cos 24°
_ Q)

cos2168° cos2(180° —12°)
1 + cos 24° 1 + cos 24° ,

cos2 12° 0,5(1 +cos 24°)
Ш'

. 2 cos2 46°+ 2 cos2 106°-3
^

8) = ®

_

l + cos92° + l + cos212°-3
_ ©

~~

sin2 76°
~~

Ф
-1 + 2 cos 152° • cos 60°

_ Ocos 152° - 1
_

— 2-
, cnn

— |~2|.
0,5(1 — cos 152°) 1 — cos 152°
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О

ш

ш

ш

sin 91° — sin 1°

9\/2cos460 + y/2 sin 44°

2 sin 45° • cos 46°

9y/2>

cos 46° + \/2sin(90o — 46°)

y/2 сI cos 46°

m io)

m

cos 46'

! cos 46° + y/2 cos 46° Ю

sin 8°

cos 46°

°
- sin 10° - sin 12° + sin 14°

_

4 sin2 1° • cos 1° • sin 11°

2 sin 11° • cos 3° — 2 sin 11° • cos 1°

4 sin2 1

10

cos 1° • sin 11°

sin 11°''

И) -

sin 54'

°(cos3° — cos 1°)
_

4 sin2 1° • cos 1° • sin 11°

2 sin 2° • sin 1° 2 sin 1° • cos 1° ,—

2 sin2 1° • cos 1° sin 1° • cos 1°

sin 211° + 8 cos 59° — 5 sin 31°

sin67° sin 36° • sin 23°

sin(270° - 59°) + 8 cos 59° - 5sin(90° - 59°)
sin(90° —

I
—

ОУ ) -r O COS ОУ

- 36°) • sin(90° - 23°)
-5 cos 59° + 8 cos 59° - 5 cos 59‘

cos 36° • cos 23° — sin 36° • sin 23'

sin 36° - sin 23°

+ 8 cos 59° — 5 cos 59° 2 cos 59° ,—

sin 36° • sin 23° cos 59°



Решение карточки 3 539

Решение карточки 3

1. Разложите на множители:

1) sin 2а — sin(3a + 7г) =

. _

.
0 Л

.
5а а

= sm 2а + sin За = 2 sin — • cos —.

z z

2) sin 2a — 2 sin 4a • cos a + sin 6a =

= 2 sin 4a • cos 2a: — 2 sin 4a • cos a =

= 2 sin 4a(cos 2a — cos a) = —4 sin 4a • sin — • sin —.

2 2

3) cos 2a + 2 sin 2a — cos 6a = 2 sin 4a • sin 2a + 2 sin 2a =

= 2 sin 2a(l + sin 4a) = 2 sin 2a • ^sin — + sin 4a^ =

©

©

m

©

©

4 sin 2a • sin [ — + 2a
7Г

2. Докажите тождества:

1) (tg 2a — tga) (cosa + cos 3a) = 2 sin a.

L = (tg 2a — tg a) (cos a + cos 3a) =

_ sin(2a — a)

©
©

cos 2a • cos a

L = 2 sin a

П = 2 sin a

2 cos 2a • cos a = 2 sin a.

П.

ч
1 + cos a + cos 2a + cos 3a

2) —-r~—; t 0
,

—

o

— =ctga.

L =

sin 2a + 2 sin a • cos 2a

1 + cos a + cos 2a + cos 3a

sin 2a + 2 sin a • cos 2a

2 cos2 a + 2 cos 2a • cos a

2 sin a • cos a + 2 sin a • cos 2a

2 cos a • (cos a + cos 2a)

©
Ф

2 sin a • (cos a + cos 2a)
L = ctg a

^L = n
П= ctg a

= ctga.
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3. Вычислите:

CD
СВ

CD

ф

CD

ш

1) cos2 41° + cos 79° • cos 19° — 1 =

= cos2 41° + 0,5(cos60° + cos 98°) — 1 =

= 0,5(1 + cos 82°) + 0,25 + 0,5 cos 98° - 1 =

= 0,5 cos(90° - 8°) + 0,5 cos(90° + 8°) - 0,25 =

= 0,5(sin 8° - sin 8°) - 0,25 = [ -0,25 .

0. \/2(cos80o + sin 80°)
_

'
sin 125°

~~

^
cos 80° +sin(90° - 10°)

_

~

sin 125°
_

_ ^
cos 80° + cos 10°

_

sin 125°
=

„
cos 45° • cos 35° f- л/2 cos 35° ,

= 2y/2 ; r-
= V2 • — =

sin(90° + 35°) cos 35°

3)
tg2 31° — sin2 31°

4 tg2 31° - sin2 31°
"

sin2 31° • 2ою

_

^5^3F-Sin 31

a
%
sin4 31°
cos2 31°

sin2 31° • (l — cos2 31°)
4 sin4 31°

sin2 31° — sin2 31° • cos2 31°

4 sin4 31°

sin2 31°

4 sin2 31°

4)
sin

А 7Г 4 7Г
- COS

g

о 27Г
2 COS

-g-

(■sin2 - + cos2 ^
r\ / • 2 7Г

> ) (Sm 9

2 7Г
COS^

g0
о 27Г
2 COS

-g-

sin2
7Г

- COS'
,2 *

COS
2tv

о 27Г
2 COS

-g-

o 27Г
2 COS

-g-
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sin ^ — sin ?

5) — = -l

4 cos • sin ^ 4 cos Ц- • sin ^

tg 34°(1 - tg2 17°)
=

2 tg 17° (1 - tg2 17°)
’

4tgl7° (1 — tg2 17°) 4tg 17°

cos 85° + cos 35° — 2 sin 65°
7) =

cos ^ • sin ^
-2-

cos 25°

_

2 cos 60° • cos 25' 2 sin(90° - 25°)
ЕГО

2 cos 25'

cos 25°

(cos 60° — 1)
_ |—y\

cos 25°
=

8) cos2 23° — cos2 7° + sin2 53° — 3 =

= 0,5(1+cos46°) -0,5(14-cos 14°)+0,5(1 -cos 106°) - 3 =

— 0,5(cos46° — cos 14°) — 0,5cos(90° + 16°) + 0,5 — 3 =

= — sin 30° • sin 16° + 0,5 sin 16° — 2,5 =

= -0,5 sin 16° + 0,5 sin 16° - 2,5 = P2^~.

2v^2cos7° + \/2sin830
_

cos 52° + cos 38°

_

2\/2 cos 7° + \/2 sin(90° - 7°)
_

2 cos 7° + cos 7°
_ ^

2 cos 45° • cos 7° cos 7°

cos 4° — cos 6° — cos 8° + cos 10°

sin2 1° • cos 1° • cos 7°

_

2 cos 7° • cos 3° — 2 cos 7° • cos 1°

sin2 1° • cos 1° • cos 7°

2 cos 7° (cos 3° — <

ф

CD

CD

m

ф

CD

sin2 1° • cos 1° • cos 7°

-cosl°)
sin2 1° • cos 1° • cos 7°

2 • (—2) sin 2° • sin 1°
_

sin2 1° • cos 1°

4 • 2 sin 1° • cos 1° • sin 1°

sin2 1° • cos 1°

m

CD
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3 cos 215° - 4 cos 35° - 2 sin 125°
_

cos 17° • cos 18° — cos 73° • cos 72°

_

3cos(180° + 35°) - 4 cos 35° - 2sin(90° + 35°)
0,5(cos 35° + cos 1°) — 0,5(cos 145° + cos 1°)

_

-3 cos 35° - 4 cos 35° - 2 cos 35°

0,5 cos 35° + 0,5 cos 1° — 0,5 cos 145° — 0,5 cos 1°

_

—9 cos 35°
_

0,5 cos 35° — 0,5cos(180° — 35°)

_

—9 cos 35°
_|——

0,5(cos 35° + cos 35°)

Примечание. Можно проще, если учесть, что

cos 73° = sin 17°

cos 72° = sin 18°
’ ТОГДа

cos 17° • cos 18° — cos 73° • cos 72° =

= cos 17° • cos 18° — sin 17° • sin 18° =

= cos(17° + 18°) = cos 35°.
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Решение карточки 4

1. Упростите tg ^а + ^ — tg ^а — ^ = CD

1 — cos ^ 2а + ^ 1 — cos (2а — tQ
sin ^2а + sin (2а —

1 — cos ^ + 2а^ 1 — cos — 2а^
sin ^ + 2а^ sin ^ — 2а^

1 + sin 2а 1 — sin 2а

cos 2се cos 2а

1 + sin 2а + 1 — sin 2а

CD

0
CD

cos 2а cos 2а

2. Разложите на множители:

1) cos 4а + 2 cos а • cos ба + cos 8а = ф

= 2 cos а • cos 6а + 2 cos ба • cos 2а =

, ч
За а

= 2 cos 6а • (cos а + cos 2а) = 4 cos ба • cos — • cos —.
Zi z

2) 2 sin За — cos 2а + cos 4а =

= 2 sin За — 2 sin a • sin За = 2 sin 3a(l — sin a) =

= 2 sin 3a • [ sin ^ — sin a ] =
v 2 ;

.

.
_

.
/7г a\ (7Г a

= 4 sm За • sm I - - - 1 • cos I - + -

3. Докажите тождества:

„ 4
2 sin a — sin 2a 9 a

1) = tg2
2 sin a + sin 2a 2

2 sin a — sin 2a 2 sin a — 2 sin a • cos a
L = = = CT1

2 sin a + sin 2a 2 sin a + 2 sin a • cos a
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SI

CD
ФЭ

2sina(l — cosa) 2sin2
2 a

= = tg —.

2sina(l + cosa) 2 cos2- 2

n= tg2

2) 1 +

a

2

cos 4a

=>L = U.

L — 1 +

tg - 2a)
cos 4a

sin 4a.

= 1 +
cos 4a

tg(f-2a) sin(^~4a)
v / / Зтг

cos 4a
= 1 H — = 1

— cos 4a

1-fcos^^—4a^
cos 4a(1 — sin 4a)

1—sin 4a

= 1 — 1 + sin 4a = sin 4a.

L = sin 4a

cos 4a

П = sin 4a
=*L = II.

4. Вычислите:

1) cos2 84° + cos 51° • cos 39° + 3 =

= 0,5(1 + cos 168°) + 0,5(cos 90° + cos 12°) + 3

= 0,5 + 0,5 cos(180° - 12°) + 0,5 cos 12° + 3 =

= 3,5 - 0,5 cos 12° + 0,5 cos 12° =Щ

2)Iz*gw.ww>-cos 150°

cos 150°

2 cos2 75° — 2 sin2 75° 2 cos 150°

cos 150° cos 150°
=m-
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„ ctg234°-cos234°
_

^4°-gSin234°
2 ctg2 34° • cos2 34°

_

cos2 34° (1 - sin2 34°) 1

sin2 34°

-sin2 34° 1

2 cos2 34°
~

~

sin2 34°

2
cos4 34°
sin2 34°

1 sin2 34°

2
:

cos4 34°

1 cos234° ГГ1

2
'

cos2 34° =[2j

4)

_

1 1
~

2
'

(cos £ + sin Jjj cos2 jj +sin2jj +2sin ^
cos2 COS'

5 (e _

V4 n)

jj
• COS

jj

1 + sin Щ-
0,

1 i
• 2-7Г

.
, n

1 + sin
JJ

_
— 2 —

— [2].

),5(l + cos(f-g)) l + sin£

COS
J2
+ cos ^ 2 COS • COS

5) =

'
7Г 7Г 7Г -7

24

л л

COS
g

• COS
24

. 1 + sin 18° — cos2 36°

2 cos2 36°

7Г 7Г

COS
g

• COS
24

=m.

1
+
4“

_

1 + sin(90° - 72°) - 0,5(1 + cos 72°) 1
_

1 + cos 72° 4

_

1 + cos 72° -0,5- 0,5 <

1 1 >700

cos 72° 1
+

4
=

1 + cos 72°

1 +cos 72° 11 1
_

1 + cos 72°
+

4
~

2
+

4
~

cos 68° — 2 cos2 4°
'

2 cos2 26°
=

_

cos 68° — 1 — cos 8°

2 cos2 26°

_
sin(90° - 52°) + 1

1 + cos 52°

—2 sin 38° • sin 30° — 1

1 + cos 52°

cos 52° + 1
_ 1—1

~1 + cos 52°
=^‘

©
©

CD

0

до

0

Ф
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8) cos2 19° + sin2 11° + cos2 41° + 2 =

= 0,5(1 -\- cos 38° -hi — cos 22° —1 —|— cos 82°) -j- 2 =

= 0,5 (3 - 2 sin 30° • sin 8° + cos(90° - 8°)) + 2 =

9)

10)

= 3,5 + 0,5(sin8° — sin 8°) = |~3^5~|.
8 sin 194° + cos 256° 8sin(1800 + 140)+cos(2700-14°)

sin 14°

-8 sin 14° - sin 14°

sin 14°

sin 14°

2y/2 sin 22°+5y/2 cos 68°
_

cos 23° — cos 67°

_

y/2 (2 sin 22° + 5 cos(90° - 22°))
_

2 sin 45° • sin 22°

V2(2sin22° + 5 sin 22°) 7 sin 22°

И)

\/2sin220 sin 22°

cos 5° + cos 85° + sin 75° + sin 15°
_

4\/2 cos 5° • sin 55°

2 cos 45° • cos 40° + 2 sin 45° • cos 30°

=m.

4\/2 (0,5(sin 60° -I- sin 50°))

y/2 cos 40° + y/2cos(90° 50°) + ^
2y/2 (sin 50° + 2 (sin 50° +

sin 50° +
y/3

12)

(si
7 cos 29°

2 (sin50° + ^)
2 cos 151°+ 4 sin 61c

cos 67° • cos 38° + cos 23° • cos 52°

_

7 cos 29° - 2cos(180° - 29°) + 4sin(90° 29°)
0,5(cos 29° + cos 105°) + 0,5(cos 29° + cos 75°)

7 cos 29° + 2 cos 29° + 4 cos 29°

0,5(cos 29° + cos 105° + cos 29° + cos 75°)
13 cos 29°

_

13 cos 29°

0,5(2 cos 29° + 2 cos 90° • cos 15°) cos 29°
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Решение карточки 5

Вычислите:

v cos2 а + 2

3 siпа- cos а + cos2 а
, если tga = 3.

cos2 а + 2 cos' а (1 + ^dh;)
3 sin а • cos а + cos2 a cos2 а(3 tg а + 1)

1 + 2(1 + tg2 а) 3 + 2 tg2 а 3 + 18
_

3 tg а + 1

2тг
2) cos ( х —— j

— cos ( х +
^

3 tg a + 1

2л'

9 + 1
2,1

если sm x =

Vs'

2ж
cos x —

2*\
- COS I X + — I =

„ . 2tt
.

n
Vs 1

РП
= 2 sm — • sm x = 2 • —- •

—j=
= yj.

3 2 л/3

3) cosx, если cos(x — 45°) + cos(x + 45°) = y/2.

cos(x — 45°) + cos(x + 45°) = y/2;
2cosx • cos45° = y/2;
\/2cosx = y/2; cosx = 1.

4) 1 + cos2а, если sina = —0,6.

1 + cos 2a = 1 + 1 — 2 sin2 a = 2 — 2 • 0,36 = 1,28

. a 1
5) tga, если ctg - =

a 1
77

~

2
Ctg 2

3; tga =
2tgf 2-3

l-tg2f 1-9

6) cos(2c>! — ж), если sina = V®2-

cos(2a — ж) — cos(7r — 2a) = — cos 2a -

= -(1 -2sin2a) = -(1 -2-0,2) =F0y6~-

-0,75

(g)

m
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€0

7) 2sin5а • cos7а — sin 12а, если sina + cosa = 0,3.

sina + cosa = 0,3;

sin2 a + cos2 a + 2 sin a • cos a = 0,09;

1 + 2 sin a • cosa = 0,09; sin 2a = —0,91;

2 sin 5a • cos 7a — sin 12a = sin 12a — sin 2a — sin 12a =

= — sin 2a = 0,91

37Г a

8) sin ( — — I
,
если sina = 0,7.

sin
37Г

-s'1
'Зтг

cos |
—— a

= -(1 + sina) = 0,5 • 1,7 = Щ5

sm a + 2 cos a a 1
9)

—

: , если tg — =

sm a + 4 cos a 2 2

sin a + 2 cos a (sin a + 2 cos a) : cos a

sin a + 4 cos a (sin a + 4 cos a) : cos a

+ 2 2-0,5
1-0,25

+ 2

tga+ 4 2tgf
i-tg2 f

20,5
1-0,25

+ 4

+ 2 4 + 6
0,625

1+4 4 + 12 8
з
^ 4

a + 0 = 2n

10) 2л/3 (sina — sin/3), если ^
^

_

2ж .
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1 7Г

11) 5cos(a — /3), если cosa • cos/З = -иа + (3=—.
А о

5 cos(a — /3) = 5(cos a • cos /3 + sin a • sin /3) =

= 5 ^ + sin a • sin /3 — cos a • cos /3 + cos a • cos /3^ =
= 5 ^ — (cos a • cos /3 — sin a • sin P) + =

= 5(1- cos(a + /3)) = 5 ^1 — cos ^ = 5 ^1 - ^ = [ 2,5

X X

12) cosx, если sin — + cos — = 0,5.
z z

X X

sin - + cos — = 0,5;
Z Z

. о x c,x Л .
x x

sin —(- cos — + 2 sin — • cos — = 0,25;
2 2 2 2

’ ’

XX XX

1+2sin — -cos— =0,25; 2sin —-cos—=—0,75; sinx = —0,75;
z z z z

cosx = ±\/l — sin2 x; cos x = ifW-
13) sin6 a + cos6 a, если sin a + cos a

sin a + cos a -; sin2 a + cos2 a + 2 sin a • cos a =

1 + 2 sin a • cosa = 1,5; sina • cosa = 0,25;

sin6 a + cos6 a =

= (sin2 a + cos2 a) (sin4 a + cos4 a — sin2 a • cos2 a) =

= sin4 a + cos4 a + 2 sin2 a • cos2 a — 3 sin2 a • cos2 a =

= (sin2 a + cos2 a)2 — 3 sin2 a • cos2 a =

1 — 3sin2a • cos2a = 1 — 3- ( 7 I = 1 — — =

13

16

to
I

CO
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Решение карточки 6

Вычислите:

^ ч
sin2 а — 3 sin а • cos а

1) , если tga = 2.} cos4 a
’ 6

sin2 a — 3 sin a • cos a (sin2 a — 3 sin a • cos a) : cos2 a

cos4 a cos4 a : cos2 a

ш
tg a — 3 tg a

cos2 a
= (tg2 a - 3 tg a) (l + tg2 a)

= (4-6)(l + 4) =Pl0l.

2) ctg ( ж + ^ j + ctg ( x — ^ ) , если ctgx = 2.

©
Ш

ct§ (x + 5) +ctg (ж~ I

sin (x + \ + x - f)
sin (ж + • sin (ж -

sin 2x

\ ^cos (x + \ - x + - cos (x + j + x - j
2 sin 2x

cos ^ — cos 2x

= —2 tg 2x — —2
2 tgx

1 — tg2 x

= -2-
2-0,5

1 - 0,25

3) cosx, если sin(120° — x) + sin(120° + x) = — y/3.

(2) sin(120° — x) + sin(120° + x) = —л/3;
2sin 120° • cosx = — л/3; \/3cosx = —л/3; cosx = [ —1 [.

4) sin2a, если tga = —0,5.

sin 2a — 2tga 2 • (—0,5)
1 + tg^ a 1 + 0,25

-0,8
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а
5) cosa, если ctg

— = —1.

a a 1 tg2 2 1 — 1
ctg

— = — 1 ^ tg
— = —1; cosa = =

2 *2 l + tg2f 1 + 1
[о]. Ш

6) sin(7r + 2a), если sina + cosa = 0,7.

sin a + cos a = 0,7; sin2 a + cos2 a + 2 sin a • cos a = 0,49;

1 + 2 sin a • cosa = 0,49; 2 sin a • cosa = —0,51;

sin(7r + 2a) = — sin 2a = —2 sin a • cos a = 0,51

7) 2 sin 6a • sin 4a + cos 10a, если cos a = 0,3.

2 sin 6a • sin 4a + cos 10a = (cos 2a — cos 10a) + cos 10a = Qj)
= cos2a = 2 cos2 a — 1 = I —0,82 I.

8) cos2 ( ~r + 77 ) > если sina = —0,3.

cos"
57Г

+ f)=Ki+cos(?+a))=
= i(l+cos(2» + |+a| = i(l + coS(|+a| = Ф

- -(1 - sina) - 0,5(1 + 0,3) - [Щ55

. sin a — 4 cos a a

9) , если tg - = 2;
2 sm a + cos a 2

sin a — 4 cos a (sin a — 4 cos a) : cos a

2 sin a + cos a (2 sin a + cos a) : cos a

2tgf
_ 4

_

tga — 4
_

i-tg2 §
_

1^4 “4 x6

2 tg a + 1 4tgf i ^ + i 54tgf

i-tg2 %
+ 1

3,2
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„
sin а + sin /3 37Г _ 7г

10) если а + (3 = — и а — /3 = —.

cos а — cos р 2 3

CD sin а + sin (3
_

2 sin (^)-cos (2/)
cos а — cos /3

37Г 7Г
sm • cos

g

37Г • 7Г

sm -j-
• sm

g

2sin(^) - sin (2/)
7Г /—

= - ctg - = -л/з
6

11) 4sin(a — /3), если sina • cos/3 = - и a + /3 = -

(2D sina • cos/3 = ^ [sin(a — /3) + sin(a + /3)] =
Z 4

sin(a -/3) + sin

sin(a — (3) = 1, значит 4sin(a — (3) = 1~4~1.

12) \/l9tga;, если sin — — cos ^ = л/^Д-

. 9 x n x
n . x x

sin —I- cos — — 2 sm — • cos — = 0,1;
2 2 2 2’’

Г£
1 — 2 sin — • cos — = 0,1;

Z Z

— sin x = —0,9; sinx = 0,9;

r— r— sin x
,
r— sin x

\/l9 tgx = \/l9—■— = dbyl9—j
cos x

V 1 — sin2 x

= ±\/l9
0,9

VI - 0,81
±Vl9

0,9

х/0Д9
±\/l9 • 0,9 •

Oi|
ц
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,пЧ
sin a cos4 а

.
2

13) —к 1 о—, если sma + cosa; = —=.

cos2 a sin2 а V5

sin2а + cos2 а + 2sina • cosa = ^; 1 + 2sina • cosa = 0,8;
5

2sina • cosa = —0,2; sin2a = —0,2; Q)

sin4 a cos4 a sin6 a + cos6 a
+

cos2 a sin2 a sin2 a • cos2 a

(sin2 a + cos2 a) (sin4 a — sin2 a • cos2 a + cos4 a)
sin2 a • cos2 a

sin4 a — 2 sin2 a • cos2 a + sin2 a • cos2 a + cos4 a

sin2 a • cos2 a

(cos2 a — sin2 a)2 + sin2 a • cos2 a

sin2 a • cos2 a Ф

(cos 2a)2 + sin2 a • cos2 a
_

1 — sin2 2a + sin2 a • cos2 a
_

sin2 a • cos2 a sin2 a • cos2 a

1 - (—0,2)2 + (-0Д)2 1 - 0,04 + 0,01 1 - 0,03

(-0,1)2
“

0,01
“

0,01

0,97

0,01:
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Решение карточки 7

Вычислите:

.

ч
cos2 а — 2 sin2 а

если ьёа = _3-
5 sin а • cos а + 3

cos2 а — 2 sin2 a cos2 а 1 — 2 tg2 а
5 sin а • cos а + 3 cos2 а 5 tg сН %■

1 — 2 tg2 а 1-4

ш
©

5 tg о; 3 3 tg2 ос —5 • 2 -|- 3 “Ь 3 • 4

2) ctg (х - ^ - ctg (ж + ^ ,
если tgx =

ctg (x_i)_ctg (ж+£)=
1 + tg x

■ tg j i _ tg x ■ tg 7г4 1 + tg x 1 — tg x

tgx-tg| tgx + tg| tgx - 1 tgX+1

(tgx + l)2 - (tgx - l)2 4tgx

tg2 x — 1 tg2 x — 1

4-

1 "J

8

3

y/2
3) ctg x, если cos {x — 45°) — cos (x + 45°) = —- cos x.

z

y/2
cos (x — 45°) — cos (x + 45°) = — cos x;

z

V2 y/2 „ . r

2 sm x •
—

-y-
cos x\ 2 sm x = cos x; ctg x —
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( Ct тг \
4) cos 2а, если cos + = 0,25.

fa 7г\ а тг
.
а

.
7г

^ ^

cos —Ь — = cos — • cos — — sin — • sm — = 0,25;
\2 4 J 2 4 2 4’’

a
.
a

~ 9 a _

.
a a

.
о

cos — — sm — = 0,25v 2; cosz — — 2 sm — • cos — + sin
Zd jL Zi

i
■

1
•

7
1 — sina = -; sma =

8 8

a 1

49
cos 2a = 1 — 1 sin a = 1 — 2 • — =

64

17

32

5) tga, если tg
a

-3.

tga
2tgf 2 • (—3) —6

1-9

6) cos(2a — 7г), если cos (a + ^ = —\/0Д

а) cos |^a +—J =—sina =—у^ОД sina = —

б) cos(2a —7г) = — cos2a = —(1 —2sin2a) = 2- (^/О^З)2 —1 =
0,6 - 1 = -0,4

a a

7) 2 cos 3a • cos 5a — cos 8a, если sin — + cos — = 0,8.

Qj Qj Q/ Q, Qj

a) sin —+cos—=0,8; sin2 —+ 2sin —-cos —+cos a = 0,64;

sina = —0,36 = —

—.

25

6) 2 cos 3a • cos 5a — cos 8a = 2 cos 3a • cos 5a — cos(3a + 5a)
= 2 cos 3a • cos 5a — cos 2a • cos 5a + sin 3a • sin 5a =

= cos 3a • cos 5a + sin 2a • cos 5a = cos(5a — 3a) = cos 2a

162 635 - 162
= 1 — 2sina — 1 — 2* 1-

625 625

463

625
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а
8) sin2 ( -7г + — ) ,

если sina = —0,3.

a

sin — 7г + — I = - 1 — cos -7г + a

13
-a+o,3) = -=E5

9) cos (~7r + 2aj , если ctga 2
'

{h
4 4

cos | -7Г + 2a ) = cos -7r • cos 2a — sin -7Г • sin 2a

1
0

л/З .
0

1 1 — tg2 a л/3
= __cos2a_ _sm2a=__. —j-

_ _.

1 — tg2 a — 2\/3 tg a 1 — (з'^) —

2(1 + tg2 a)

i-i-4

(i + t)
13

14

7Г

,
„ч COS OL — COS (3 I

P
2

10) — :—если {
sina-sm/3 \а + р-1

COS OL — cos /?
_
-2sin(nr) -sin(V)

sma — sin (3 2sin(^) -cos(^)
a + в 7Г

= -tg^ = -tg- =

л/з
3

sina) =

2 tga

1 + tg2 a



Решение карточки 7 557

11) cos(а + Р), если sina • sin/? = -
и а — 0 = —.

5 3

cos(a -f /?) = cos a • cos /3 — sin a • sin /3 =

= cos a • cos (3 — - + sin a • sin /3 — sin a • sin в =
5

= cos a • cos j3 + sin a • sin /3 — - — - =

5 5

CD

Ф
7Г 1

= cosfa — Q) = COSV H)
5 3 5 2 5

1 Q\
•

x x V3
11) sm — — cos —, если cosx = .

2 2 2

V3 ,
5тг

л ,
.

, „

cosx = => X = ±— + 2nk I к e Z;
£ D

0,1

X

sin-—cos
2 | = -V2cos = -v/2cos | + TTfc).©

а) — V^2cos + \+ = _V^cos (^ +

б) — л/2cos (—777 + т + ттк\ = —\/2cos (—77 + 7тк] =
12

=±v-2-4=±4.2 2

13)
sin2 a cos2 a

cosa
+

x/3
,
если sina + cosa = ——.

sma 2

y/3 .0 9 Л .
3

sma + cosa = —; sir a + cosz a + 2sina • cosa =

Z 4

3 1 1
l + 2sina*cosa = 2sina-cosa = —sina-cosa = —

4 4 8

sin2 a cos2 a sin3 a + cos3 a

cos a sin a sin a • cos a

(sin a + cos a) (sin2 a + cos2 a — sin a • cos a)
sm a • cos a

(sina + cosa)(l — sina • cosa) ~2~
*

^
(1+0

sm a • cos a

9%/3
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Решение карточки 8

Вычислите:

.

ч
3 sin а • cos а — sin2 а

1) —п , g
5
если tga = —3.

(D

9 + 5 sin a • cos a

3 sin a • cos a — sin2 a

9 + 5 sin a • cos a

3 tg a
— tg2 a

3 tg a
— tg2 a

—2 h 5 tg acos^ a °

-9-9

cos2 a

cos2 a

-0,24
9 tg2 a + 9 + 5 tg a 81 + 9 — 15

2) tg hr + ^ J + tg (x -
j J ,

если tgx =

ffll

©

tgx + tgf tgx-tgf

-0,5 + 1
+

tgx-tg? l + tgx-tg5

0,5-1 0,5 1,5 1
„

m

1 + 0,5 1-0,5 1,5 0,5 3

3) ctgx, если cos(x — 45°) + cos(x + 45°) = v^sinx.

cos(x — 45°) + cos(x + 45°) = \/2sinx;
2cosx • cos45° = \/2sinx;
sinx = cosx; ctgx = ГП.

4) sin 2a, если ctg a = -.

О

1 3
. 2tga 2- I

tga = = sm2a = ~— = —

ctg a 4 1 + tg2 a 1 + ^
v

.
a 1

5) sina, если ctg — =

Z O

24

25

a

о
=

1
,

• 2tgf
= 3; sina =

/V 7

2-3 6

1 i 2 « 1 + 32 10
0,6
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6) cos
37Г \

Т+2“)’ если sina — cosa = 0,5.

sin2 a + cos2 a —2sina-cosa = 0,25; 1 — 2sina-cosa = 0,25;

—2 sin a • cosa = —0,75; sin 2a = 0,75;

37Г
sin 2a = 0,75cos | — + 2a

7) 2 cos 5a • cos 7a — cos 12a, если cos a = 0,2.

2 cos 5a • cos 7a — cos 12a = cos 2a + cos 12a — cos 12a =

= cos 2a = 2 cos2 a — 1 = 2 • 0,04 — 1 = —0,92

8) sin:
. 9 /57Г a\
”2 (t ■-

2 ) '
если sina = 0,1.

sin
57Г a

1 — cos ( — a

= -(1 - sina) = 0,5(1 - 0,1) = [M5

9) VStg (^ - 2aj , если tga = Зл/З-

tg 2a =

tg-
117Г

1 + tg1^- tg 2a

6л/3
1

CO>
-26 13

’

7г\ 7Г л/3
б) :=

-tg6
=

3

^ fiin 0 ^ (-^r + тг)
_^tg

\6~
~

J
~

1 + VI .

3V3

3 • (—13 + 9)
3 -13 + 9

12

48
-0,25



560 Зачетные карточки

10)

ф
т

(g)

л/З cos а + cos /3 2п 7г
—

-, если а + /3 = — и а - /3 =
2 cos а — cos [3 3 2

л/3 cos а + cos /3 л/3 ^cos ( 2 ) * cos ( 2 )
2 cos а — cos (3 2

у'З cos I -cos £ Уз

-2sin(^) -sin(^)
7Г • 7Г

Sin
4

* Sin
3

2 \/2 \/3
2

*

2

и)
1 7Г

0,2cos(a — /3), если cosa • cos(3 = к a + {3 = —.

cosa • cos/3 = - [cos(a + /3) + cos(a — /3)] = —

Z 4

7Г 1
cos — + cos(a — /3) = —cos(a — /3) = —1;

о Z

12)

0,2cos(a - P) = 0,2 • (-1) = РИД-

sinx, если sin ^ — cos^ = \/0,44.
z z

Ж X

sin — — cos —

2 2

13)
sin2 a cos2 a

)2
. 9 # о X

^ . X X
Л ,

= sin — + cos — — 2 sm — • cos — = 0,44;
Z Z Zi Zi

V3

1 — sinx = 0,44; sinx = 0,56

cosa sma

если sm a — cos a =

ч/З
sina — cosa = sin2a + cos2a — 2sina • cosa =

Z

• „
3 1

1 — sin2a = -; sma • cosa =

4 8

sin2 a cos2 a sin3 a — cos3 a

cos a sm a

(sin a — cos a) (sin2 a + cos2 a + sin a • cos a)

sm a • cos a

.2 _ , лло2,

sm a • cos a

(sina — cosa)(l + sina • cosa)
sin a • cos a

\/3 (1 + 0,125) 9\/3
2

‘

0,125
~

2
4,5л/3
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Решение карточки 9

1. Вычислите:

1) 4(cos 24° + cos 48° — cos 84° — cos 12°) =

= 4 [2 sin “^1 • sin + (-2 sin . Sin «!^)] =

2
OA1A

2

= 4 • 2(sin 54° • sin 30° - sin 30° - sin 18°)
54°-18° 54°+18°

= 4(sin 54° — sin 18°) = 4-2 sin ~~r2—
• cos ,,

— 8 sin 18° • cos 36° = 8sin(90° — 72°) • cos 36° =

8 sin 36° • cos 36° • cos 72°

sin 36°

2 sin 144°

— 8 cos 36° • cos 72° —

2 • 2 sin 72° • cos 72°

sin 36° sin 36°

_

2sin(180° - 36°)
_

2 sin 36°
_

_

~~

sin 36°
~~

sin 36°
~

2) ctg 1° • ctg 3° • ctg 5° •...
• ctg 89° =

= ctg 1° • ctg 3° • ctg 5° •...
• ctg 43° • ctg 45° x

x ctg(90° - 43°) • ctg(90° - 41°) •...
• ctg(90° - 1°) =

= ctg 1° • ctg 3° • ctg 5° •...
• ctg 43° • 1 x

x tg 43°
• tg41° • tg39° •...

• tg5° • tg3° • tgl° -

= (ctg 1 ° • tg 1°) • (ctg 3° • tg 3°) • (ctg 5° • tg5°) •...
• (ctg43° • tg43°) =

= 1 • 1 • 1 •...
• 1 = Ш-

Ol

3) sin4 a — cos4 а, если tg
— = 0,5.

m

ш

id

0

2tgf
sma

2 0,5

l+tg2 2 1 +(0,5)2 5’

sin a — cos a = (sin a + cos a) (sin a — cos a) =

— sin2 a — cos2 a = 2 sin2 a — 1 = 2 • I I
'

— 1 =

2 - 16

25
7_
25



562 Зачетные карточки

1 — sin6 а — cos6 а
4) ;

—

—J—1 если « = 7 .

1 sin4 а cos4 а

1 — sin6 а — cos6 а
_

1 — (sin6 а + cos6 а)
_

1 — sin4 а — cos4 а 1 — (sin4 а + cos4 а)
1 — (sin2 а + cos2 а) (sin4 а — sin2 а • cos2 а + cos4 а)

1 — [(sin2 а + cos2 а)2 — 2 sin2 а • cos2 а]
1 — [(sin2 а + cos2 а)2 — 3 sin2 а • cos2 а]

1 — (1 — 2 sin2 а • cos2 а)
1 — 1 + 3 sin2 а • cos2 а

1 — 1 + 2 sin2 а • cos2 а

т. е. значение выражения не зависит от а на области

существования.

5) I arccos I • arctg 1 =

7г — arccos
V3N 7Г

4

6 7Г

57г 4

6) cos(2 arctg 2) — sin(4 arctg 3).

Обозначим a = arctg 2, f3 = arctg 3,

тогда tga = 2, tg/3 = 3.

1 — 22
cos 2a =

cos 2(3 =

sin 2(3 =

1 tg2a
1 + tg2 a

’

1-tg2/?,
1 + tg2/3’
2tg/?

cos 2a =

cos 2(3 =

sin 2(3 =

1 + 22 5
“ °,6;

4

5’1 + 32

2-3

1 + tg2/?’

sin 4/3 = 2 sin 2(3 ■ cos 2/3; sin 4/3 = 2

10

_ _6_ _ 3
=

10
_

5’

3/4

1 + 32

24

5 V 5У _25
Тогда cos(2 arctg 2) — sin(4 arctg 3) = cos 2a — sin 4(3 =

3 24 9
= 25=»5

+
25
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2. Найдите наименьшее значение функции

/(а) = | tga + ctga|.
sin2 a+cos2 a

/(«) =
sm a cos a

1—:
cos a sm a sm a • cos a sm a • cos a

dm

1 2

| sin 2а sin 2а

Так как наибольшее значение sin 2а = 1, то наименьшее

значение f(a) — 2.

3. Решите уравнения:

1) cos2(7rx) + ^-^sin(7rx) = 2, если \х\ <

• 9/ \ Зл/2 . / ч
Л

1 — sin (7пг) Н—— sm(7rx) = 2;

обозначим sin(7rx) = тогда 2t2 — Зл/21 + 2 = 0;

t
Зл/2 dz ч/18 — 16 Зу/2±У2 \/2_<£E(smx)

Итак,,„(»х,1|;
л/2 тг

7гх = (—l)fc arcsin + тгк; 7гж = (—l)fc— + 7г& | к Е Z;

* = (_1)fc4 +/г;
(-!)*!+*< 1

3^
При к = 0 •ч , , , при других к решения нет.

4
^ ~2

Ответ: х =

4
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2) cos(7rx) + sin
birx

COs(7rx) = — 1

.
57ГХ

sin —— = —1

At ^ 2,5
к > 0,5

ЙЬV/£
<

li
n> —

4

2ra = 3 + 5fc
\

,2

= —2, если 2 ^ x ^ 6.

7ГХ = 7Г + 27тк

57TX 7Г Ifc.nGZ;
— = -- + 2™'

1 4

"5
+ 5П^6

1 4

~5
+ 5П^

1 + 2fc < 6

1 + 2k ^ 2

1 4
1 + 2k = — — + —n

5 5

fc = 2

A: = 1

n = 7

n — 6

n = 5

n = 4

n
— 3

Проверяя пары, получаем

Ответ: х = 3.

fc = 1

n = 4
х = 3.

3) tg2 7гх + ctg2 7гх = 2, если — - < x <
1

tg2 7ГХ +
1

tg2 7ГХ

= 2; tg4 7гх — 2 tg2 7гх + 1 = 0;

(tg2 7гх — l)2 = 0; tg2 7гх = 1;

tg 7ГХ = 1

tg 7ГХ = —1
’

71

7ГХ =
— + 7Г/С
4

7Г

7ГХ = —h TTTl
4

x = - + к
4

| /c,n G Z;
X = -- + n

4
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f 1
I

1
+ к<2
+ к > -

1

К

1

2

-4+П<12
1 1

-4+п>-2

Ответ

fc<i

*>-!
П<1

п>-\

к — О

п = О

1

Х=4

Х =

~4
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Решение карточки 10

1. Вычислите:

1) sin 160° • cos 110° + sin 250° • cos 340° + tg 110° • tg340° =

= sin(180° - 20°) • cos(90° + 20°)+

+ sin(270° - 20°) • cos(360° - 20°)+

+ tg(90° + 20°) • tg(360° - 20°) =

= sin20° • (—sin20°) — cos20°• cos20°+ ctg20° • tg20° =

= - cos(20° - 20°) + 1 = -cos0° + 1 = -1 + 1 = GO-

„ч
1 — cos4 a — sin4 a _4

2) s cos a ='
tg2 a

_

1 — (cos4 a+ sin4 a—2 sin2 a • cos2 a+2 sin2 a ■ cos2 a)
sin2 a 4
— • COS a

(cos2 a + sin2 a)2 — 2 sin2 a • cos2 aj
sin2 a • cos2 a

1 — 1 + 2 sin2 a • cos2 a
^sin2 a • cos2 a

3) tg ^ — 2a^ , если tga = 2;

^
/тг

o ^ tg ^ — tg 2a
© tg - - 2a

tg2a =

4
' 1 + tg f • tg 2a

’

2 tga 2-2 4

1 — tg2 a 1 — 4 3
’

,

4 -j
I 4 7 . .

3
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4) tg2х + ctg2ж, если tgx + ctgx = 5.

(tg x + ctg x)2 = tg2 x + 2 tg x
• ctg x + ctg2 x =

— tg2x+ 2 + ctg2 x;

(tgx + ctga;)2 = 52 = 25; tg2 x + ctg2 x+ 2 = 25;

tg2 x + ctg2 x = I 23 I.

5) A = sin ^2 arctg 0 + tg Q arcsin

1 15
Обозначим arctg

- = a, arcsin — — (3 (a,/?Gl);
Z 1 I

тогда tga = sin/3 = A = sin2a + tg

cosa =

sma

1 + tg2 a
_2_
vs;

= J_;
5 v/5’

„
2 1 4

sin2a = 2 •

—7=
•

—7=
=

ч/5 д/5 5’

x /3 sin/3 [л 225
_

8

2 1 +cos/3’
C°S^ У 289 17’

/3
_

if
tg 2

_

1 + A
-

17
'

25
"

1
'

5
1 -t-

i7

, 4 3 П7
5 5

_

5

3

5’

6) ctg Q arccos I - 2 arcctg •

3
Обозначим arccos - = a (a G I),

5

arcctg (-0- /3 (/3 G II).

3 1

Тогда cosa = ctg/? = —- tg/3 = —2.

00
0

00
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а) Найдем tg
а

0^

CD

Ш

2

a sina
tg - =

2 1 + cos a

VT cos2 a

6) tg 2/3

I + cos a

2tg P —4 4

1 - tg2P ^^3^3'

1

2’

Поэтому

fa Л 1 + tg f • tg 2/3 1 +

CtS\2
2 ) tg f — tg 2/3

1 4

2

3=^=E2].1
_

4

2 3

<Z>
Ш

Найдите наибольшее значение функции

/(a) = sin2 a • cos2 a.

/(a) = sin2 a • cos2 a = -j sin2 2a = ^(1 — cos 4a);
4 8

— 1 ^ cos 4a ^ 1; 1 ^ — cos 4a ^ —1;

2 ^ — cos 4a + 1^0; 7 ^ 1(1 — cos 4a) ^ 0.
4 8

Наибольшее значение функции /(a)

Решите уравнения:

1) 2cos(7rx) + 3sin(7rx) = 5, если 1 ^ x ^ 2.

7гж = 2тгк x — 2k

7Г ^ 1
sin(7rx) = 1

’

I 7ГХ = — + 27ГП
’

] x=- + 2n
0.

ESI
31

J COs(7rx) = 1

\sin(7rx) = 1
’

2
■

I
-

2

Ответ: a: G 0.

2) sin4(7rx) + cos4(7rx) = sin(7rx) • cos(7rx), если 0 ^ x ^ 2.

sin4(7nz;) + cos4(7rx)+
+ 2sin2(7nz;) • cos2(7rx) — 2sin2(7rx) • cos2(7nr) =

= sin(7ra;) • cos(7nr);

(sin2(7rx) + cos2(7rx))2 — 2 sin2 (7га;) • cos2(7rx) =
= sin(7ra:) • cos(7rx);
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2 — sin2(27r;c) — sin(27nz) = 0;

sin2(27nc) + sin(27rx) — 2 = 0;

-1 ± \/l + 4-2*1 -1±3

(sin(27r®))1>2 =

sin27rx = —2 ^ [—1; 1]
sin 2ttx = 1

; sin(27nr) = 1;

7Г _ 1
2kx = — + 27Г&; ж = - + к.

Z ~r

Придавая к различные целые значения, отберем
только те, при которых х G [0; 2].

Ответ

7ГХ

3) х2 + 6ж • sin — + 9 = 0.
Z

а) При х = 0 9 = 0 — ложь.

б) Рассмотрим случай х ф 0. Тогда

.
7ГЖ X2 + 9

,
7ГЖ

sin — = ; —1 < sin — ^ 1;
6ж

ож

ж2 + 9 + 6ж

6ж

ж2 — 6ж + 9

6ж

х G {—3; 3} .

X

Проверка показывает, что ж = —3 и ж = 3 - корни.

Ответ: {—3;3}.
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Решение карточки 11

1. Вычислите:

. 77Г 67Г + 7Г / 7Г 7Г

1)C0S-=C0S^-=C0S[- + -

ш
ш

ш

2J
га

о

2D

7Г

7Г 7Г

sm — = cos —

6 2’ 6

л/3 7Г 1 -

• sin

\/з

12’

2
’ Sm

12

V3

.
7Г

Sin

12
=

12-л/З л/2 — л/3

77Г 7Г

поэтому cos — = — sm — =
J

12 12

V2-V3

2)
tg 7° • sin 14°

sin 7°
cos 7°

2 sin 7° • cos 7° — 1

ED-

cos 14° cos2 7° — sin2 7°

2 sin2 7° — sin2 7° — cos2 7° sin2 7° — cos2 7°

cos2 7° — sin2 7° cos2 7° — sin 7°

3) cos 47° — cos 13° + cos 73° =

= cos(60° - 13°) - cos 13° + cos(60° + 13°) =

= cos 60° • cos 13° + sin 60° • sin 13° — cos 13°+

+ cos 60° • cos 13° — sin 60° • sin 13° =

= ^ cos 13°+ sin 13°—cos 13°+ ^ cos 13°— sin 13°=[0].
z z z z

4) sin 20° • sin 40° • sin 80° =

= sin 40° • (sin 20° • sin 80°) = cos 50° • (cos 10° • cos 70°) =

= cos 50° • ^ (cos 80°+cos60°) = ^ cos 50° • cos 80°+^ cos 50° =
2 2 4

=
7 (cos 130° + cos 30°) + 7 cos 50° =
4 4

7(— cos 50° + cos 50°) + 7 cos 30° = -7
• =

4 4 4 2

л/З
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л/2
5) А = 162(sin4х + cos4ж), если sina; — cosx = —-.

о

(sin х — cos х)2 — ^ = sin2 х + cos2 х — 2 sin х • cos х =

= — sin2ar + 1;

2 2 7
- = 1 — sin 2х: sin 2х = 1 — - =

9
’

9 9’

А = 162(sin4 х + cos4 х + 2 sin2 x • cos2 x — 2 sin2 x • cos2 x) =

= 162((sin2 x + cos2 x)2 — 2 sin2 x • cos2 x) =

= 162 (1 — \ sin2 2x^ = 162 i 1 — - •

2 J I 2 V9

_1ЮЛ *

V 2 81 у V !62 J

= 162 (16216249) = 162 - 49 = [Ш].

6) sin6 a + cos6 a + 3 sin2 a • cos2 a =

= (sin2 a + cos2 a) (cos4 a + sin4 a — sin2 a • cos2 a)+

+ 3 sin2 a • cos2 a =

= 1 • (cos4 a + sin4 a — sin2 a • cos2 a) + 3 sin2 a • cos2 a =

= cos4 a + 2 sin2 a • cos2 a + sin4 a = (sin2 a + cos2 а)2 =Щ.

7) arccos (—0,5 • y/3) : arctg ^ • y/3^ =

( 7г\ 7Г 57Г 6 г-,
= l’r-6j:6 = Ti=[I1'

8) A = tg arccos
g
— 3arctg(—2)) .

3
Обозначим a = arccos -, arctg 2 = /3, тогда

5

CD
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А = tg ( 7; arccos I - 3 arctg(—2) ) = tg ( ^ + 3(3 ) =2 5

tgf + tg 3(3

1-tgf -tg3/З’

a

tg2
=

'

1 — cos a

1 4- cos a

\
Izl
1 + 1

12 5

5
’

8

1

2

(так как a € I четверти).

2 tg /3 2*2

1 - tg2/?
=

1-4
поэтому

о
tg 2/3 =

tg3/3 =

Значит

',-(5 +W)-m-7TT-* io
\ / J.

2 — i
3_

1 + 2-}

2

_3_
и

3

2 _3_
3

'

11

2

11'

15 11

2 11 "11

2. Найдите область изменения функции

f((3) = 2 sin2 /3 + 3 tg /3 • ctg (3.

/(/3) = 2 sin2 (3 + 3 = 1 — cos 2(3 + 3 = 4 — cos 2/3;

— 1 < cos 2(3 <1; 1 ^ — cos 2/3 ^ —1; 5^4 — cos 2(3 ^ 3;

Ho cos2(3 = 1 при (3 = 7rk ^ D(f),

cos 2/3
7Г

-1 при /3 = - + тгк <£ D(f).

Значит, 5 > 4 — cos 2/? > 3, т. e. наибольшего и наименьшего

значения у функции нет.

Ответ: E(f) = (3;5).
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3. Решите уравнение

, ч (2тгх \
cos(7тх)

— 2 cos I —— 1=2, если —6 ^ х ^ —2.

ТГХ

cos(7тх) — 4 cos2 J +2
= 2; cos(7nc) — 4 cos"

Так как cos За = 4 cos3 а — 3 cos а, то

... тгх
4 cos — 3cos

ч I
ъх \

a) cos (-3-) = 0;

ТГХ

~3

тгх

4 cos2 [^]=0.

ТГ
= — + тгк | к Е Z; ж = 1,5 + 3/с.

о Z

По условию
—6 < х ^ —2, тогда

Г 1,5 + ЗА; ^ -2 Г ЗА; ^ -3,5

\ 1,5 +ЗА; ^-6’ \ ЗА; >-7,5
5

Подходит к = —2, тогда ж = —4,5.

-2,5
6

б) 4 cos

cos

cos

тгх

~3~

л /
^

4 cos ( — 3 = 0;

2 ± \J4 + 12 2 + 4

cos ( -3- ) = 1,5 £ [-1; 1]

1

2

COS (7Пг\
1

Т)=~2;

±-^- + 27гп; ж = ±2 + 6п | п €
О

По условию
—6 ^ х ^ —2, т. е.

{

2 + 672 ^ —2

2 + бть > —6

—2 + бтъ ^ —2

—2 + 6п > —6

п< -з

п ^ 0
\ 2

П > 3

Если п = —1, то ж = —4; если п = 0, то гг = —2.

Ответ: {—4,5; —4; —2} .

CD

©

ш

о
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Решение карточки 12

1. Вычислите:

.

ч
57Г (7Г 7Г \ 7Г

tg 12
= tg ( 2

“

12 J = Ctg
12-

CSD

Л
a sm a

Учтем, что tg — =,6
2 1 + cos a

1

7Г

7Г Sm
6

, тогда tg — = —

1 + cos

1

1 +

5тг

Vs 2+v^ 2 2 + y/3 2 + \/з’
2

бтг Зтг
2) cos — • cos — =

5 5
г» . 37Г 67Г • 67Г

бтг Зтг 2sinT cos-g--smT
= cos — • cos — • -

sm

5

12тг

О * 37Г
2sm -g- 2 sin

37Г

sin (2тг + Щ
4sin¥

sin (тг - Щ sin :f

sin ■

2tv

4 sin
a • 37Г

4sinT

4 sin Щ 4 sin
37Г

m

CD

3) 4 sin 70°
sin 10°

1 -4 sin 70° - sin 10° 1-2-2 sin
140°

sm
20°

sin 10°

1 + 2 (-2si
60°+80° . 80°-

sin —$— • sm

sin 10°

i°-60°\
2 J

_

sin 10°

_

1 + 2(cos 80° — cos 60°)
1 + 2 ^cos 80 — 2)

sin 10° sin 10°

1 + 2 (sin 10° - j) 1 + 2 sin 10° — 1 2 sin 10°

sin 10° sin 10° sin 10°
=Ш-
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Л\ л Ъ
Ъ 2тг 67Г

4) Л = cos 0 + cos — + cos — + ...+ cos —./
7 7 7

Рассмотрим отдельно три суммы: 2-го и 7-го, 3-го и

6-го, 4-го и 5-го слагаемых:

7Г
,

67Г 67Г 7Г

7Г, 67Г 7
+

Т” Т
~~

7
cos — + cos — == 2 cos cos —-— = щХш

7 7 2 2 w

7Г 57Г
= 2 cos — • cos — = 0.

2 14

. 2тг 5тг
Л

37Г 47Г
Аналогично cos — + cos — = 0 и cos — + cos — = 0.

7 7 7 7

Следовательно, А=1+0+0+0= ГП.

5) cos(2 arctg 7) — sin(4 arctg 3);

Обозначим arctg7 = a, arctg3 = /3 (a,/3 E I).

Тогда tga = 7, tg/3 = 3.

а) Вычислим cos 2a.

2
1 1 1

cos a = о—
= = —. ШШш

l + tg2a 1 +49 50
W

1 24
Значит, cos 2a = 2 cos2 a — 1 = 2- — — 1 = —

—. Ц)
oU 2o

б) Вычислим sin 4/3.

sin 4/3 = sin(2/3 + 2/3) = sin 2/3 • cos 2/3 + cos 2/3 • sin 2/3 = Q)
= 2 sin 2/3 • cos 2/3;

2*
1 1 1

cos p = ft—
= = —; ЯшH

l + tg2/3 1 + 9 10’
w

cos 2(3 — 2cos2 /3 — 1 = ^ — 1 = —^ (2/3 Ell); ©
5 5

sin2/3 = Q)

/ 4\ 3 24
Значит, sin 4/3 = 2 .

j
. -

=

24 ( 24 \
Таким образом, cos 2a — sin 4/3 — —— — I —— ) = [0].

25 \ 25/
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©

CD

т

ш

/5 12
6) .А = tg ( 2 arccos —= — arcsin —' 6

V \/26 13

5 12
Обозначим arccos —= = a, arcsin — = в (а, в Е I).

л/26 13
^ '

5
.

_ 12
Тогда cosa =

-щ,
sin/? = —.

А = tg(2a - /?) =
tg2a ~tg/?

1 + tg 2a
• tg /?

а) Вычислим tg2a.
о 25

cos 2a — 2 cos a — 1 = 2- — — 1 =

-5-*-if )■

26

tg 2a =
cos2 2a

- 1 =
'132 - 12

122
_5_
12'

б) Вычислим tg/?.
12

sin^=-; cos/? =

. 12 13 12
tg^ “ 1з

‘

T
~

~ЁГ

Таким образом, А =

_5_ _ 12

12 5

144
_

5

169
“

13’

25 - 144

1 + А . I? 12-5-2
1 ^

12 5

119

120

CD

CD

2. Найдите наименьшее значение функции

/(a) = sin6 а + cos6 а.

/(а) = (sin2 а)3 + (cos2 а)3 =
= (sin2 а + cos2 a) (sin4 а — sin2 а • cos2 а + cos4 а) =
= 1 • ^(sin2 а)2+ 2sin2 а • cos2 а + (cos2 а)2^ — 3sin2 а • cos2 aj =
= (sin2 а + cos2 а)2 — 3 sin2 а • cos2 а =

3 о 3, 3 5
= 1 — - sin 2а = 1 — -(1 — cos4а) = - cos4а +

4 8
J

8 8
3 3 3 1 3 5

— 1 ^ cos4а ^ 1; —- ^ - cos4а ^ < - cos4а + - ^ 1.
8 8 8 4 8 —

Значит, наименьшее значение функции /(а) —
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3. Решите уравнения:

1) tg(7Tx) — Ctg(7nE) = Sm~1(7Tx) — COS_1(7Tx),
если — 1 ^ x ^ 1,5.

sin(7ro;) cos(7тх) 1 1

cos(7nr) sin(7ra;) sin(7тх) cos(7ra:)
’

sin2(7nr) — cos2(7nr) cos(7he) — sin(7nr)

{
sin(7тх) cos(7тх) sin(7ra;) • cos(7he)

’

(sin(7rx)— cos(7r^))(sin(7ra:)H- cos(7nc))= — (sin(7rx)— cos(ttx))^
sin(7n£) • cos(7ra:) ф 0

’

( sm(irx) ф 0

I cos(7nr) ф 0

1 sin(7nc) = cos(7nr)
’

sin(7ra:) + cos(7гж) = — 1

7ТХ ф 7тк

7TX ф ТТП +
7T \ к, ne

\/2sin ^7Гх — = 0 ’

• ( 7Г^
sm I тгх + —

j
= —

V2
2

ттх ф тгк
r

x ф к

/
я

ТТХ Ф — + ТТП

Z

тт

ттх — — + TTt
4

ттх = тт + 2ттк

тт

ттх =

t = —1 X =

+ 2ттк

3

~~4

х Ф - +п

х = 1 + 2р | £,р, га Е

х = —i + 2m
Zi

t = 0 x = -

4

t

Ответ:'{-гИ}'
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2) cos(7rx)-cos(27rx)-sin(37rx) = -sin(27rx), если 0^х^0,5.

4cos(7tx) • cos(27гх) • sin(37rx) — 2sin(7rx) • cos(7rx) = 0;

2cos(7tx) • (2cos(27rx) • sin(37rx) — sin(7rx)) = 0;

2cos(7rx) • (sin(57rx) + sin(7rx) — sin(7rx)) = 0;

2cos(7rx) • sin(57rx) = 0;

cos(7rx) = 0

sin(57rx) = 0
’

0^ — -Ь к ^ 0,5

0 < £ < 0,5
О

7Г

7ГХ + тгк

5nx = 7rn

k = 0

n — 1

n = 2

1=-+к

n

х=ь

x = 0,5
a; = 0,2
x = 0,4

k,n € Z;

Ответ: {0,2; 0,4; 0,5} .

3) y/x + \Jx — 1 = cos л/l — ж-

Л(У):

X

D(У) удовлетворяет только x = 1. Проверим:

л/г + л/1 “ 1 — cos л/1 ~ 1; cos 0 = 1 — истина.

Ответ: х = 1.
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Решение карточки 13

1. Вычислите:

1) sin2а, cos2а, tg2a, если ctga = 1 — у/2.

2 tg % 1 - tg2 f 2 tg f
sina= ; cos a = ; tga

C\ ГМ
>

. О rx
1

1 + tg2 J

’

1 + tg2 J
’

1 - tg21
.

o 2(-(V2 + l)) -2 (y/2 + 1)
a) sin 2a = —

' z— —

1 + (— (y/2 + l))2 l + 2 + 2y/2 + l

2 (y/2+1) 1 y/2 + 1
_

y/2
2 (2 +y/2) y/2 y/2 + 1 2’

б)00s2a=1-kMtVt =
'-^+'f

=

l + (-(V2+l))2 1 + (\/2 + 1)
_

1 - 2-2^5- 1
_

-2 (y/2 + l)
_
_

y/2_
_

1 + 2 + 2\/2 + 1
_

2v/2(\/2 + l)
_

2’

•
о

-VI
4

sm 2a 2

в) tg 2a = — = —— 1.
cos 2a л/2

2

2) 4 cos 20° - \/3ctg20o =

\/3 cos 20° 4 cos 20° • sin 20° — y/3 cos 20°
= 4 cos 20°

sin 20° sin 20°

2 sin 40° — y/3 cos 20° 2 ( . ^3 опСД
= sin 40 —— cos 20 =

sin 20° sin 20° \ 2 J
2

sin 20'
- (sin 40° - cos 30° • cos 20°) =o'- >

sin 40° — ^ (cos 50° + cos 10°) 1 =
sin 20° V 2

sin 40° — x sin 40° — \ sin 80° ) =
sin 20° V 2 2
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2.

т

т

Зачетные карточки

2
• ^ (sin 40° - sin 80°) =

sin 20° 2

1

sin 20°

л . 40°-80° 40°+ 80°
2 • sin cos

- • sin(—20°) • cos60° = -2-^= |—1|.
1°

v '
2

1 1
sin 20

Решите уравнения:

7ГТ

1) 1 + 2 cos = 0.
15

7ГЖ 1 7TX
,
ZTT

л

cos — =—— = ±— + 2'кк; ж = ±10 + 30к.
15 2 15 3

Ответ: {±10 + ЗОА: | к Е Z} .

2) 2 сов(ж + 60°) • cos Зж = cos(x + 60°).

2 cos(ж + 60°) cos Зж — -

х + 60° = 90° + 180°к

Зж = ±60° + 360°п

— 0;

'х = 30° + 180°к

3)

ж = ±20° + 120°п

Ответ: {30° + 180°fc; ±20° + 120°п \ к, п Е Z} .

sin ж

к,п Е Z.

cos 60°
= ctg 30° • tgж.

cos ж Ф 0; втж = ^ • ^/Зtgж;

Vs
2

COS Ж
sin 1 — = 0;

sin ж = 0

cos ж =
\/3 ;

ж = пк

,
п

, о | Аи, гг е
Ж = ±— + 27ГП 1

6

Ответ•: ^пк;
7Г

±—h 27гп I fe,n Е
6
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4) cos4x = sin2x, если 0 < х < 80°.

1 — 2 sin2 2х = sin 2х\ 2 sin2 2х + sin 2х — 1 = 0;
sin 2х = —1

sin 2х = \
2

2х = -90° + 360°к

2х = (—1)п30° + 180°п
’ CD

5)

Г х = -45° + 180°к

х = (~1)п15° + 90°п
’

0° < -45° + 180°fc <80° к Е 0

0° < (-1)п15° + 90°п < 80° п = 0, n = 1
'

Ответ: {15°, 75°}.
sin 4т
— = -1, если 80° < х < 180°.

cos ох

cos 5х ф 0; х ф 18° + 36°t \ t G Z;

sin 4х + cos Ъх = 0; sin 4х + sin(5x + 90°) = 0;

0;
.

.
4х + Ъх + 90° 4х — Ъх — 90'

2 • sin cos —

Ф

Ж = -10°+ 40° А:
_

х = 90° + 360°п
’

2 2

sin(4,5x + 45°) = 0

cos (0,5а: + 45°) = 0
’

©

4,5ж + 45° = 180°/с .

0,5а: + 45° = 90° + 180°п 1 ’П ’

'80° < —10° Ч- 40° fe < 180°

80° < 90° + 360°п < 180°
’

тк = 3 ж = 110°

к = 4 х - 150°

п = 0 х = 90° ^ ОДЗ
— t = 2

Ответ: {110°; 150°}.

6) sin(30° — х) ■ cos(60° + х) = 1.

sin (30° — х) — cos [90° — (30° — ж)] = cos (60° + ж); (0
cos2 (60° + ж) = 1; ф

sin2 (60° + ж) = 0; 60° + ж = 180%; ж = —60° + 180°к.

Ответ: {—60° + 180°к \ к £ Z} .
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7) (1 + cos2x) • sinx = cos2x.

©

2 cosz x • sin x — cos2 x = 0; 2 cos^ x ( sin x — ^ ] = 0;

cos x = 0

1
sinx = -

2

7Г

x = — + 7тк
Z

X = ( —1)"тг + ЯП
6

\k,neZ.

Ответ: + ттк; (—l)n^ + тгп \ k,n E zj-.
8) 9ctg2ж + 4 sin2 ж = 6. j ctg2 x = —

1

I'
l!

9
sin2 x

— 11+4 sin2 x = 6.

Обозначим sin2 ж = t, t G [0; 1]; тогда

9

t
+ At - 15 = 0; At2 - Ibt + 9 = 0;

*1,2 =
15 ± л/225 - 144 15 ±9

sm x
y/3

3 £ [0; 1]
3

4

7Г

; sinx = ^ = ±— + пк | fc G Z.

SI

Ш

9) sin x 4- cos x

8*

(sin2 x + cos2 x)2 — 2sin2 x • cos2 x =
8

1 .Of» 5 о 3
1 — - sin 2x = sinz 2x =

2 8 4

sin 2x
y/3

sin 2x =
V5’

7Г 7Г
,

Ж = (_1)
6
+ 2*

* = (_i)»+if + ln
| fc, n G Z.
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ТГ ТГ

Можно обобщить: х = ±— -f —£ 11 G Z.
О Z

Ответ: + 7^ I ^ е ^ •

10) л/З sin2 х + 5 cos2 ж — (5л/3 + 1) sin х ■ cos х = 0.

Разделим обе части на cos2 х:

\/3 tg2 х — (5\/3 + l) tg ж + 5 = 0;

5л/3 + 1 ± У(5УЗ + 1)2-4-5\/3
{tgx)4 = ГТг

5^3 + 1 ± (5^3 - 1)
~~

2у/3
~~

tgx — 5

tgx =
\/3 ;

5

J_ ;

V3
х = arctg 5 -|- 7гк

ТГ

X = — + 7ГП

6

| fc,n е z.

Ответ: |arctg 5 + тгк; ^- + 7rn | A;, n G z|.
11\1

X ^
'i • 2 a I

11) 1 — COS — = tg —. 11
— cosa = 2sm —

j Qj)

л sin
4 ft sin4 Л .

X X Л
2 sin2 — = 0; ( 2 sin — • cos — — 1 ) =0;4 cos? cos^V 4 4 /

X

tgi
= °

sin | = 1 ; ^
2

'

X

cos — / 0
4

^ = тгк
4
x тг

ф

ф

X . тг

4 2

+ 27гп ; {Ц|
ф

ж = 4тгк

х = тг + 47гп ;

ж / 2тг + 4тгt

Ответ: {4тгк; тг + 4тгп | А:, п G Z} .

х = 47гА:

Ж = 7Г + 47ГП | к,п G Z.
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3. Решите неравенство \/10~^Т8собх ^ 6cosx — 2.

{
6 cos х — 2 ^ О

10 — 18 cos х ^ (6 cosx — 2)2
6 cos х — 2 < 0

’

10 — 18 cos х > 0

COS X ^ -

36 cos2 х — 6 cos х — 6 ^ 0

1 ;
cos х < -

^
5

COS X ^ -

COS X

'

6 cos2 х — cos х — 1 < 0

cosx ^

1̂ ;
cosx < -

о

^
5

COS X ^ -

cos х > -

1
cosx < -

cosx ^ —

cosx ^ i

COSX ^ “

1
cosx < -

о

cosa: ^

2n — ^ + 27тк ^ x ^ ^ + 27тк;
о о

5тг
„ ,

7Г
— + 2ттк ^ х ^ — + 2жк.
О о

Ответ‘{
7Г 2
— + 27Гк; 1-7Г + 2ттк
О о

I А: € Z
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4. Постройте график у(х) = y/l + tg2 х

У{х)

■{

cos х • sm х cos2 х

у cos2 х ctgx • sinx | cos x\

sinx, cosx > 0 (sinx Ф 0)
— sinx, cosx < 0 (sinx Ф 0)

*

f sin x Ф 0 /
7Г -

По условию | cos3, о
;

COS2 (—ж) • COS (l — ж)
tg (^ — ж) • sin(7T — X)

tgx =

y= COSJC

, cos2(-x) cos(^-x)
j/=vl+tg2x

-
.—J-

tg (^-JcjsinCTi-x)
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Решение карточки Ц

1. Докажите тождества:

(1 - tga) - cos (Д - a)

CD

©

ED

i)

L =

1 + tga

(1 - tga) • cos - a)
1 + tg a

tg 4
“ tg OL ( n

= cos ( ^ + a

l 7Г I

! ®
4
=

!

1 + tgf • tga
COS a =

= tg ( ^-aj-cosf^-a ) =
in

(7Г
\ / 7Г / 7Г

-_aJ=coef--f--a

7Г

■cos | ——a l =

7Г
= cos I — + a

i ^

L = cos I — + a

,vП = cos ( — + OL

2) +

=>L = EL

1

cos x • cos 2x cos 2x • cos Зж

2 sin 9x

cos 9x • cos lOx

sin 2x • cos lOx

Так как tg(a + /3) — tg a =
sin/?

cosa • cos(a + (5)
’ TO

tg 2x — tg x =
smx

tg 3x — tg 2x =

cos x • cos 2x
’

sinx

cos 2x • cos 3x
’

tg lOx — tg9x =
smx

cos 9x • cos lOx
’



Решение карточки 14 587

tg 10х
— tgx =

1
smx

1

но tg lOx — tgx

1
+

cos x • cos 2x cos 2x • cos 3x

sin 9x

COS X • cos lOx
’

1

тогда

cos 9x

1

i \
• cos 10x J

’

Ш

cos ж • cos 2x cos 2x • cos 3x cos 9x • cos lOx

sin 9x 2 sin 9x

L =

sin x • cos ж • cos lOx sin 2x • cos lOx
’

2 sin 9x

Пnr*

=> L = П.

П =

sin 2x • cos 10x
2 sin 9x

sin 2x • cos lOx

2. Решите уравнения:

1) 3 sin2 2ж + 7 cos 2x — 3 = 0.

3(1 — cos2 2x) + 7cos 2a: — 3 = 0; 3 cos2 2x — 7cos 2x = 0; ф

cos 2x = 0

cos2x = 2^ ^ [—1; 1]
’

о

3 cos 2x ( cos 2x — - ) = 0;

Ответ

2)
sin(l - 452 = 0;
cosx —

y/2

sin(x — 45°) = 0 ,

.y/2 ; {cosхф— у

x — 45° — 180° A: , . _ Ш
x ф ±45° + 360°n I ’П € ’

©
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ш

т

ш

ш

ф

Ш

( х = 45° + 180°к

\хф ±45° + 360°п
5

х = 225° + 360°n |neZ.
Ответ: {225° + 360°n | п G Z} .

3) tgx = tg4x.

sin(a — (3)
tga-tg/? =

sin(4x — x)
cos x • cos 4x

cos a • cos /3
’

sin 3x = 0

= 0; ^ cosx ф 0 ; x = —к \ к G Z.

COS 4x^0

Ответ: | ^A; | A; G Z j>.
4) cos(x + 360°) = cos(2x - 270°), если 270° < x < 360°.

cos x = — sin 2x; 2 sin x • cos x + cos x = 0;
1'

2 cos x sin x +

cos x = 0

sinx = —-

2

- 0;

X = 90° + 180°к

x = (—l)n • (—30°) + 180°n
5

270° < 90° + 180°к < 360° к G 0
270° < (-l)n • (-30°) + 180°n < 360° n = 2

Ответ: x = 330°.

5) sin3x — sin7x = -\/3sin2x.

_

.
3x — 7x 3x + 7x /- .

Л

2 sm cos у 3 sm 2x = 0;

; x = 330°.

—2 sin 2x | cos 5x + ^ J = 0;

sin 2x = 0

cos 5x =
73 ;
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х=^-к
2

5х
.
^7г

л

±— + 27гп
6

х=^к2
,

Я*

а: = ±- + —п
о 5

2ж \k,nez.

Ответ: \ ^-к; + ^-п | к, п € zl .

[ 2 6 5 J

6) sin х • cos 5х = sin 9х • cos Зх.

^ [sin(x + Ъх) + sin(x — 5х)] =

1
[sin(9x + Зх) + sin(9x — Зх)];

sin 6х — sin 4х = sin 12х + sin 6х; sin 12х + sin 4х = (

2sin8x • cos4x = 0;

8х = пк

7Г

4х + 7ГП
’

х= -к
8
7Г 7Г

х=- + ?п

x = lk\kez.8

Ответ: | | к € Z^ .

7) sin - + \/3 cos - + 1 = 0.
6 6

_ / 1
.

х \/3 х
2 - sin — + —— cos —

I 2 6 2 6
= -i;

_
,

.
тг

.
ж 7г а;

2 sin — • sin — + cos — • cos —

6 6 6 6

1

= -i;

X 7Г
,
2n

„ ,

—;
— — — = ±——|- 2пк;

2’ 6 6 3

+ 2пк; х = 7г ± 4п + 127гА; | A; G Z.

Ответ: {-7Г ± 47т + 127rfc | /г € Z} .

/
r
X 7Г >

COS 77
-

77
\V6 6)

X А to
— i

6
=

6 3

ф

О
Ф
CD

Ш

0
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®

о

ЯП

ф

т

т

ф

0

69

8) 2 cos х • cos 4х = cos Зх.

cos(x + 4х) + cos(x — 4х) = cos Зх; cos 5х = 0;

_
ТГ ТГ ТГ

| _

5х = — + тгк; х = — + —к \ к G Z.
2 10 5

Ответ: < —- + ук \ к G Z > .

110 5 J

9) 2cos4x = \/2(cosx — sinx).

2 cos 4x = \/2 • y/2 cos ( x +
ТГ

ТГ

cos 4x — cos ( x + — J =0;

—2 sin
4x + x + j

2

"5x тг"

4x — x — j
sm = 0;

Sin I
— + - ) = 0

ЗХ 7Г\
sin | — - - 1 = 0

2

5x

~2~
+ тxk

Зх тг

-2=1 + ™

тг 2тг
Ж =

-20
+ Т*

I=12 + T"

Ответ

10) cos х • cos 2х

}■
8 sin ж

12 3

D(Y) : sinx ф 0;

1
.

« ~

1 1
•

.

1
•

<

1
- sm 2x ■ cos2x = -;

- sin4x =-: sin4x=-;
2 8 4 8’ 2’

4z = |-(-!)* + **; x = (-i)fc^ + ^6£>(y).
Ответ
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11) cosx + sinx = \/l — 2cos2x.

( cos x + sin x ^ 0

\ (cosx + sinx)2 — (cosx + sinx)(— cosx + sinx) = 0
’

J cos x + sin x ^ 0

\ (cos x + sin x) [cos x + sin x + cos x — sin x] = 0
’

cos х + sin х ^ 0
r

cos x + sin x ^ 0

cos х + sin x = 0 ; < 'tga; = -1

2 cos x = 0
k.

cos x = 0

Проверим решения уравнений на соответствие неравен¬

ству.

а) Рассмотрим х = — — + 7гп,

корень уравнения tgx =
— 1.

^ = \/2sin7rп ^ О,

®>

7Г

т. е. х = —— + 7гп
—

корень.

б) Рассмотрим х = — +7гА:, корень уравнения cosx = 0.
Z
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т
ED

т

CD

12) cos 2х — cos Зх = sin 5х.

л . 5х
-2 sin — • sm

2

л . 5х 5х
2 sin — • cos — = 0;

2 2

-2 sin
5х

.
х 5х\

sin - + cos — ] = 0;

•
5х

п

т
7Г X

0081 2~2j+COSf = °

.
5х

smy
= 0

2 sin

!L _ £ _L —
7> o' о“

sm

5.т

~2

5х
— = пк
2

'п
sm I

— + х

4
0

х = ЧГк5

7Г

X + — = 7Г7г

4

.
. 7Г Зх\ Зх 7Г

sm|___j=0

5

7Г _

х — — — -h 7гп |fc,n, £EZ.

7Г 27Г
Х =

ё
+ Т‘

_ Г 27Г 7Г 7Г 27Г .

Ответ: < —/с; — — + 7гп;
— + —-t fc, n, t £ Z > .

[ 5 4 6 3 1

3. Решите неравенство sin5x + sinx ^ 0.

sin3x ^ 0

cos 2x^0
3x ^ 0

2x ^ 0

2sin3x • cos2x ^ 0;
f sin

\ cos



Решение карточки 14 593



594 Зачетные карточки

Объединяем две серии решений,

получая серию из пяти отрезков:

sin Зх < О

cos 2х > О
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Решение картонки 15

1. Вычислите:

5 4 7г
1) cos(2a - /3), если tga = -—, tg/? = -

при 0 </?<-.

cos(2a — /3) — cos2a • cos/3 + sin2a • sin/3;

_

122 — 52
_

119
cos 2a —

sin 2a

1+H)
2-HO

i'l2
■

122 + 52 169’

cos/3 =

l+(-
1

-2-5-12

122 + 52

120

169’
12 )

1 + (1)'
= так как cos/3 > 0 ( 0 < /3 <

sin /3 = tg /3 • cos /3; sin /3 =

Итак,

3

120

3

5

4

5'

^
119 3

.

со8(2“-« = Т69'5
+ 1-169

. 2тг 7Г

2) cos— cos—.

5 5

7Г

Так как sin — = sin 36° = cos 54°, то
5

4 357 - 480

5
“

169-5

123

845

ш

ф

CD

2 sin 18° • cos 18° = 4 cos3 18° — 3 cos 18°.

Так как cos 18° ф 0, то 2 sin 18° = 4 cos2 18° — 3, т. e.

2 sin 18° = 4(1 - sin218°) -3; 4sin218°+2 sin 18° -1 = 0;

sinl8o =
4

Так как sin 18° > 0, то подходит корень

7Г у/Ъ — 1

т
т

CD

CD
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v
.

7Г у/ъ — 1
а) smio

=

^;

7Г

б) cos — = 1 — 2 sin2 — = 1 — 2 • [
—-

’
5 10 \ 4

16 - 2 • (5 - 2л/5 + 1)
_

16 - 12 + 4^5
_

л/5 + 1

16

ED в) cos — = 2 cos — — 1 = 2

16

л/5 + l'27Г

5" 5
' '

V 4

5 + 2л/5 + 1-8 V5-1

1 =

8 4
’

. 27Г 7Г \/5 — 1 s/Ь +1
г) cos — cos — =

5 5 4 4

2. Докажите тождества:

sina + 2sin ^ — a^
1) = Л

2 cos ^ — a^ — л/3 cos a ^ а

sina + 2sin — oi'j
2 cos ^ — a^ — л/3 cos a

sin a + 2 sin ^ • cos a — 2 cos ^ • sin a

2 cos ^ • cos a + 2 sin ^ • sin a — л/3 cos a

sin a + л/3 cos a — sin a

л/3 cos a + sin a — л/3 cos a

л/з cos a /— л/з
—:

= л/3 ctg a = .

sin a tg a

L =

П:

tga

V3
tga

П.
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2) 8 ctg 24а + 4 tg 12а Ч- 2 tg 6а -h tg За = ctg За.

Преобразуем левую часть равенства, разбивая ее на

слагаемые.

2 cos 24а sin 12а
а) 2 ctg 24а + tg 12а = . 1 —— =

' Б &
sin 24а cos 12а

2 cos 24а • cos 12а + sin 12а • sin 24а

sin 24а • cos 12а

(так как cos 24а • cos 12а + sin 12а • sin 24а = cos 12а)
cos 24а • cos 12а + cos 12а cos 24а + 1

sin 24а
= ctg 12а. (3Q)sin 24а • cos 12а

Следовательно,

8 ctg 24а + 4 tg 12а = 4(2 ctg 24а H-tg 12а) = 4 ctg 12а.

б) Аналогично

Л Л
2 cos 12а sin 6а

2 ctg 12а + tg 6а = . Ь — =

sin 12а cos 6а

2 cos 12а • cos 6а + sin 6а • sin 12а

sin 12а • cos 6а

cos 12а • cos 6а + cos 6а cos 12а + 1
= ctg 6а.

sin 12а • cos 6а sin 12а

Следовательно, 4 ctg 12а + 2 tg 6а = 2 ctg 6а.

ч гп ^
_ 2 cos 6а sin За

в) Точно так же 2 ctg 6а 4- tg За = —;— Ь

ш

Ш)

sin 6а cos За

Итак,

2 cos 6а • cos За + sin За • sin 6а

sin 6а • cos За

cos 6а + 1
—— = ctg За.
sinoa

L = ctg За

П = ctg За

ф

(3D

3. Решите уравнения:

х

1) ctg - = ctg Ъх.

Так как ctg a — ctg /3
sin(/3 — a)
sin a • sin j3

’

sin (bx — ^\
то —

sin 5x • sin |
0;©



598 Зачетные карточки

СИ

до

ф

ш
ш

ED

&

21
В

.
3 Г 19х (

sm4-x = 0
4

—-— = тгк
4

< sin 5х ф 0 ; < Ъх ф тгп ; <

х , х
,

sin-^0
4

\
4^nt

<

47Г _

1 = й*
хф\и |fc’n't<E

5

ж ф Ant

Ак
тогда ж = —к, где к не кратно 19 (к/ 19).

Ответ: | к / 19 и к G Z^ .

2) sin 6ж = cos 4.т при 0 < ж < 90°.

sin бж — sin(90° — 4ж) = 0;

„ . бж — 90° + 4ж бж + 90° — 4ж
2 sm • cos = 0:

2 2
’

sin(5® - 45°) - 0 Г ж - 9° + 36°к

cos(ж + 45°) = 0
’

ж = 45° + 180°гг
‘

Произведем отбор корней, чтобы 0 < ж < 90°.

Придавая к и п соответствующие целые значения, получим:

хх = 9°, ж2 = 45°, ж3 = 81°.

Ответ: {9°; 45°; 81°} .

3) sin(x — 45°) = соз(Зж — 180°) при 0 < ж < 180°.

sin(x — 45°) = sin(90° — Зж + 180°);

sin(x - 45°) - sin(270° - Зж) = 0;
Зх

п . ж - 45° - 270° + Зж ж-45°+ 270°
2 sin • cos = 0;

| к, п G Z.

вш(2ж - 157°30') = 0
.

cos(x - 112°30') = 0
’

х = 78°45' + 90°к

х = 202°30' + 180°гг

Учитывая условие 0 < ж < 180°:

xi = 78°45', ж2 = 168°45', ж3 = 22°30'.

Ответ: {22°30';78°45/;168°45'} .

2ж - 157°30' = 180°fc

ж - 112°30' = 90° + 180°п
’
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4) cos Зх — cos 7х = sin 5а;.

.
За; + 7х

.
7а; — Зх

2 sin - sm -

2 2

2 sin 5а; • sin 2а; — sin 5а; = 0;

= sin 5а;;

sin 5а; = 0

sin 2а; = -

’

2

5а; = 7Гк

2ж = (-1)п-+тгп'
6

Ответ: (-1)”^ + |/с,п € .

5) cos(20° + х) + cos(100° — х) = -.

20° + х + 100° -х 20° + х — 100° + х 1
2cos

2
“S

2
=

2'

2cos60° • cos(x — 40°) = cos(a; — 40°) =
Z Z

x - 40° = ±60° + 360°fc.

Ответ: {40° ± 60° + 360°к \ k eZ} .

6) cos2 x + cos2 2a; = cos2 3a; + cos2 4a;.

1 + cos 2a; + 1 + cos 4a; 1 + cos 6x + 1 + cos 8a;

2
=

2
’

cos 2a; + cos 4a; = cos 6x + cos 8a;;

2 cos x • cos 3a; — 2 cos 7x • cos x = 0;

2 cos a;(cos 3a; — cos 7a;) = 0; 4 cos x • sin 5a; • sin 2x = 1

7Г7Г

cos x = 0 a; = — + 7Ш x =

sin 2a; = 0 ;
2

2x = 7Гt
’

sin 5a; = 0
5a; = тгк

x —

П

Ответ• z| .

m

®

ф

0

o

0; О

Ф
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(5)

Ш

ш
ш

ф
ф

ф

CD

т

ф

7) sin х • sin 2х • sin Зх = - sin Ах.
4

sin 2х • sin х • sin Зх — - sin 2х • cos 2х = 0;
Z

sin 2x( \ cos 2x — \ cos 4x — - cos 2x ) = 0;
\2 2 2 J

sin2x • cos4x = 0;

sin 2x = 0

cos 4x = 0
5

2x = 7xk

7X

4x + 7ХП

X =

2

7Г 7Г

*=8+J"
Ответ: < + yn | fc, n G Z > .

L2 8 4 J

8) cos 3x + cos 2x = sin 5x.

2 cos 2,5x • cos 0,5x = 2 sin 2,5x • cos 2,5x;

2cos2,5x • (cos0,5x — sin2,5x) = 0;
\ _

r
7Г 7Г 27Г

а) cos 2,5x = 0; 2,5x = — + 7xk; x = — + —к.
2 5 5

б) cos0,5x — sin2,5x = 0;
7Г

cos0,5x — cos —

2,5xj
= 0;

0,5x + f — 2,5x ^ — 2,5x — 0,5x
2 sin sin

sin ( ^ — x j • sin ( ^ — l,5x ) = 0;

— 0;

7X

sm x = 0

7X

sin ( l,5x — — J = 0

IX

X = 7Xt
4

l,5x — ~ = 7ХП

7X

X + ixt

7X

l,5x = — + 7ХП

IX

X — — + 7Xt
4

7X 2tx

I=6 + Y"

Ответ
7Г 2ix ix 2tx

,
.

,
1

+
g
+ —n;

- + —A: | A;, n, t 6 Z > .
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4. Решите неравенства:

1) \/25 — 16 ctg х ^ 8 ctg гг — 5.

С
(Ъ< О ’

\а^ О

Г 8 ctg х
— 5 > О

[25 — 16 ctg х ^ 64 ctg2 х — 80 ctg х + 25

Г 8 ctg х
— 5 < О

\ 25 — 16ctgx ^ О

Ответ:
ТГ

+ 7гЛ:; 7Г -Ь тгк ) | к £) |fc G zj .
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Ш 2) cos х + cos5x ^ 0.

2 cos Зх • cos 2х < 0;

т а) {
cos Зх ^ 0

cos 2х ^ 0
’

^7- + 27г£ ^ 2х ^ ^ + 27Г£

7Г 27Г, ^
7Г 27Г,

— + -—/с ^ х ^ —— + —к
6 3 6 3

Зп 7Г
’

— + 7rf ^ Ж ^ + 7rt
4 4

^ = 0;
6 6

57Г 7Г

к = 1'-~6>Х>2
к = 2; ^ х

„
37Г 7Г

* = 0; -
4 4

, !
7тг 5тг

t = 1; — > ж ^ —
4 4
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Для
cos Зж ^ 0

cos 2х ^ 0

получаем серию

тг
Л ,

37Г
Л ,

- + 2ттк\ — + 27гк U

U
57Г 37Г
— + 27гп;

— + 27гп

где fc,n€Z.

J
я

3 Л

ksinjc

( у JcofTx
3п J

5 2у/
4
^

Г Зтг

б)
cos Зж < 0

cos 2ж ^ 0
’

7Г 27Г

7Г

+ 27ГП ^ Зж > — + 27ГП

^ + 27Гр ^ 2ж > + 27гр
ф

7Г 27Г

г>5+т„
ж ж
— + жр ^ X ^ —— + 7ф
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Для
cos Зх ^ 0

х

cos 2х > 0

получаем серию

5п 7тг
— + 2nt; — + 27г£
6 6

U

и

и
7Г

Л ,
7Г

Л ,

— + 27г/; — + 27г/
6 4

77Г 117Г
— + 2тгр; — + 2ттрU

где t,l,p £

Ответ: i + 2ттк; + 2тгк
Z 4

57Г 77Г
— + 27г£; — + 27Г^
б 6

77Г
л

117Г
— + 2тгр; + 2тгр
4 6

57Г 37Г
— + 27гп;

— + 27гп
“Г Z

ТГ
Л ,

тг
Л ,

- + 27rZ; - + 27г/
б 4

| k,n,t,l,p £ Z >.

5. Постройте график
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Решение карточки 16

1. Найдите: 2а + /3, если tga = —2, ctg/? =

7Г _ 7Г

при
— < a < 7г, 0 < р < —.

cos(2a + /3) = cos 2a • cos /3 — sin 2a • sin /3;

1 — (—2)2
_

3

1 + (-2)2
“

5’

2-(-2) 4

Ф

cos 2a

sin 2a =

sin/3 =

l + (-2)2 5’

1

1 + (O'
= • V^2 (sin/3 > 0);

T 1 л/2
cos/3 = sin/3-ctg/3; cos/3 = — • \/2 • - =

—.

Значит,

cos(2a + /3) =
10

.y/2 =

28-3 y/2
50 2

‘

7Г

2a + /? = db— + 27tA; | G

7Г 7Г

Учитывая, что — <а<7ги0</?<—, имеем

z z

7Г

7г < 2а + /3 < 2,57г; тг < ±— + 2тгк < 2,57г;

ж = 1,757г G (7г; 2,57г)
ж = 2,257г G (7г; 2,57г)

‘

Ответ: 2а + (3 G {1,757г; 2,257г} .
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2. Вычислите ctg 70° + 4 cos 70° =

cos 70° .

_
_

0

cos 70° + 4 cos 70° • sin 70°
+ 4 cos 70 =

sin 70°

cos 70° + 2 sin 140

sin 70°

cos 70° + 2 cos 50°

sin 70° sin 70°

cos 70° + cos 50° + cos 50°

cos 20°

2 cos 60° • cos 10° + cos 50° cos 10° + cos 50°

cos 20°

2 cos 30° • cos 20°

cos 20°

cos 20°

л/З

3. Докажите:

i)
(1 + tg 2a) ■ cos + 2a) /n

= cos [ — — 2a

L =

1 — tg 2a

(1 + tg 2a) • cos + 2a)
1 — tg 2a

^
sin2a

cos 2a

(cos 2a + sin 2a) • cos (f + 2a)
cos 2a — sin 2a

\/2cos ^ — 2a) cos (j + 2a)
\/2cos + 2a)

= cos ^ — 2a

Sir
L = cos I — — 2a

П = cos [ ^ — 2a

=> L = П.

Ш

Ф

Ф

(SD
0)
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0
CD

2) 4 sin3 а • cos За + 4 cos3 а • sin За = 2,4,
3 7Г

если cos 4а = -

при 0 < а < —.

5 4

L = 4 sin3 а • cos За + 4 cos3 а • sin За =

= 4 sin3 а • cos(2a + а) + 4 cos3 а • sin(2a + а) =

= 4 sin3 а • (cos 2а • cos а — sin 2а • sin а)+
+ 4 cos3 а • (sin 2а • cos а + cos 2а • sin а) =

= 4 sin3 а • cos а • cos 2а — 4 sin4 а • sin 2а+

+ 4 cos4 а • sin 2а + 4 cos3 а • cos 2а • sin а =

— 2 sin2 а • sin 2а • cos 2а + 4 sin 2а • (cos4 а — sin4 а)+

+ 2 cos2 а • sin 2а • cos 2а =

= sin2 a-sin4а+4sin 2а- (cos2 a—sin2 a) (cos2 a+sin2 a)+
+ cos2 a • sin 4a =

= sin 4a(cos2 a + sin2 a) + 4 sin 2a • cos 2a =

= sin 4a + 2 sin 4a = 3 sin 4a.

3
Так как cos 4a = -, to

5

sin 4a = - (0 < 4a < 7Г),
5

©

тогда 3 sin 4a = 3 • -
= 2,4. Значит,

5

L = 4 sin3 a • cos 3a + 4 cos3 a • sin 3a = 2,4;
L = 2,4
П= 2,4

^L-U-

4. Решите уравнения:

1) cos(170° + x) — cos(50° + x) = если —180°<ж<90°.

170° -:
.

170° + x + 50° + ж
.

2 sin • sin

2

50° + x

0
л/З 1

2sin(x + 110°) • sin(—60°) = —; sin(x + 110°) = —

z z
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ж + 110° = (-1)* • (-30°) + 180°fc;
х = (-l)k+1 • 30° - 110° + 180°fc.

Условию х G (—180°; 90°) удовлетворяет только к

х = -30° - 110° = -140° G (-180°; 90°).
Ответ: х — —140°.

2) sin х • sin Зх + sin Ах • sin 8х = 0.

- (cos 2х — cos Ах) + ^ (cos 4х — cos 12х) = 0;
z z

cos 2x — cos \2x = 0; 2 sin 7x • sin Ъх = 0;

sin 7x = 0

sin Ъх = 0
’

7x = irk

ЪХ = 7ГП
’

Ответ

x = ^k
7Г

X = —n

5

3) y/3 sin 2x + cos 2x = л/3-

2 sin 2x + ~ cos 2a^ = л/З;

7Г
Л . 7Г

.
Л

л/3
cos — • cos 2х + sin — • sm 2x = ——;

u о Z

COS (•-I)-
~

тг
,

7Г
л ,

7Г
,

7Г

2ж- - = ±- H- 2тгЛт; ж = - ± — + жк.
3 6 6 12

Ответ

4) sin 7x + cos2 2x = sin2 2x + sin x.

sin 7x — sin x + cos2 2x — sin2 2x = 0;

2 sin Зж • cos Ax + cos Ax = 0; 2 cos Ax ( sin 3x + -^sin 3x + ^
cos Ax = 0

sin 3x = — -

’

2

7Г

4x = — + 7r/c
Z

Зж = (—i)n+1^ +71-71

— 0;

CD

\/з CD
2 ф

CD

= 0;

Ш

Ш
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7Г 7Г

/ . \ „ I 1 7Г 7Г

1 = (-1) Ii+з"

Ответ: { £ + ^к; (-l)n+1^ |п | к, п G

5) 3 + 2 sin 2ж = tg ж + ctg ж.

.

.
sin ж cos х

3 + 4 sm х • cos x = 1—r

3 + 4 sin x • cos x =

cos ж sm ж

sin2 ж + cos2 ж

sin ж • cos ж

Обозначим t = sin ж • cos ж. Получаем 3 + 41 =

4t2 + 3t-l = 0;

77 sin 2x — —1
2

1
•

о

1 ’

- sin 2x = -

t = -1 sin ж • cosx = —1

1
,

т. e.

sm ж
• cos x — -

sin2z — —2 [—1; 1]

sin 2x = -

2

2x = (-l)k^+nk; x = (-l)fc^ +

Ответ: |(—l)fc^ +| A; G z|.
6) cos x ■ cos 2x ■ cos 4x ■ cos 8re = _1_

16'

Пусть x = ттк (тогда sin7гА: = 0).
Легко убедиться, что такой х

— не корень:

cos(7тк) ■ cos(27rк) ■ cos(4irk) • cos(87rк) = ±1, и ±1 ф

Можно домножить обе части уравнения на sinx:

1

16'

Л sin х • cos х • cos 2х • cos 4х • cos 8./: = — sin x;
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\ sin 2х • cos 2х • cos Ах • cos 8х = sin х\
2 16

\ sin Ах • cos Ах • cos 8х = — sin х:
А 16

sin 8а; • cos 8яг = sin х; -Д- sin 16а; = sin х;
8 16

’

16 16

sin 16а; — sin х = 0; 2 sin 7,5а; • cos 8,5# = 0;

7,5# = тгк

IT
sin 7,5а; = 0

cos 8,5а; = 0
’

х
— —кХ~

15

8,5а: + ТТП
’

CD

ф

ф

тг 2тг / 1 2
w „

х = 1 тг ( 1 n ^ Z
17 17 \ 17 17

л
Г 27Г 7Г 27Г .

, ™ , V , ^

1 2
Ответ: < —к; —та | /г, n е Z, к / 15, —+—п £ !

15 ’17 17 17 17

15
7) sinb х + cos6 х = — 4- cos 2х при 0,57Г ^ х ^ 1,57г.

16

sin6 х + cos6 х = (sin2 х)3 4- (cos2 х)3 =
(sin2 х + cos2 x) (sin4 x — sin2 x • cos2 x + cos4 a;) =

= 1* ^(sin2 x+ cos2 x)2 —2 sin2 x • cos2 x— sin2 x • cos2 a;) =
1 — 3 sin2 x • cos2 x = 1 — - sin2 2a;, тогда

15
1 — -sin22a; = — +cos2a;; 1 — - (l cos 2a;)

15

16
4-cos 2a;;
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7Г 7Г

По условию — ^ ±— + ттк ^ 1,57г;
Z о

1.1
2?г 11

при к = 1 Ж1 = —, XI
= 1-7Г.

При других значениях к х ^

Г2ТГ 1 1
Ответ: х Е < —; 1-7Г > .

ТТ 37Г

2;Т

8) arcsin (cos (2 arcctg х)) = 0.

cos(2 arcctg x) = 0 (arcsin 0 = 0);

7Г

2 arcctg x = — + 7г/с,
Z

0 ^ arcctg x ^ 7Г

0 ^ 2 arcctg x ^ 27г’
тогда

7T

2 arcctg x =
—

37Г ’

2 arcctg x =
—



Решение карточки 16 613

5. Решите неравенства:

1) arcsin х < arccos х.

Решим неравенство

графически, представив на одном

графике обе функции:

Из чертежа следует, что

arcsin х < arccos ж,

V2\
если х G

Ответ:

-1;

-1:

п. .
2х2 — 9а: + 8 тг

2) arcsm < —.’
2 6

2а;2 — 9а; + 8

Так как у(х) = sina; возрастает на

. ( .
2х2 — 9а; + 8 \

.
тг

sin arcsm — < sm —

V х ) 6

тг тг

2’2
то

& <

2а;2 -9а; + 8 1

2
<

2

_ 2^-9ж + 8

Г 2а;2 - 9а; + 8 < 1 Г 2а;2 - 9а; + 7 < О

\ 2х2 - 9а; + 8 ^ -2
’

\ 2ж2 - 9а; + 10 > 0

3,5/

2,5

Ответ: (1; 2] U [2,5; 3,5).
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6. Постройте график у(х) =
cos х 4- cos Зх

у/1 + cos 2а;

Q| Так как cos х + cos Зх = 2 cos 2а; • cos ж и

\ZT+™cos2x = л/2cos2 а; = \/2| cosa;|, тогда

Z?(y): cosa; т^О;
2 cos 2а; • cos х f y/2 cos 2a;, cos a; > 0

—\/2cos2a;, cosa; < 0
2/

V2| cosa;



Итоговые

карточки

Карточка 1

1. Вычислите:

Ot ^ 2
1) cos —, если ctga = 90° < a < 180°;

Z rt

2) sin 10° + sin 30° + sin 50(

2. Упростите

4 sin 10°

2 cos ^2ip — — \/3sin2(p

2 sin (<p - Щ • cos (<£ - yjj) + sin ^

3. Решите уравнения:

1) i
= 2 tg2 x\

1 — sin x 1 + sm x

2) (1 + cos 4#) • sin(7r — 3x) = sin2 — 2x^j ;

,
Л

.
7Г

3) arcsm 2x + arcsm x = —.

z

4. Докажите cos(/3+19°)*sin(/?H-l°) < sin(106°-}-/3)*sin(/?-f4°).
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5. Решите неравенство 2 sin2 ^ + л/Зсо8 2ж > 0.

6. Решите систему уравнений <

sin х • sm у =

tgx-tgy
1
4л/2

7. Постройте график у =
sin х + sin Зх

\/2(1 + cos2x)
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Карточка 2

1. Вычислите:

1) sin если tga = при a Е
Z -L ^

7Г 37Г

2’Т'

2sin fa + ?) • sin fa + ?) + cos ^ „

2) ^ *-> —

при a —

2 sin f 2a + f J
— \/3cos2a 11

2. Докажите:

1) cos 5° + cos 15° + cos 25° 0;
4 sin 5°

2) cos(a — 9°) • cos(a — 45°) > sin(a + 40°) • cos(a — 4°).

3. Решите уравнения:

i) +
2 cos2 x

1 — tgx 1 -{-tgx cos 2x

2) 1 + sin x + sin 3x + cos(7r + 4x) = 0;

3) 2 arcsin x = arccos 2x.

4. Решите неравенство sin x + cos x > \[2 cos 3x.

5. Решите систему уравнений

f 1
2 sin x H = 2

cos у

sina:
= 0,5

6. Постройте график у =

cos у

cos x — cos Зх

7W— cos 2x)
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Карточка 3

1. Докажите:

1) cos 6° • cos 66° • cos 42° • cos 78° =

. cos 6a — cos 7a — cos 8a + cos 9a 15a
2) = ctg ;

sin 6a — sin 7a — sin 8a + sin 9a 2

1
^

1 5тг
3) arcctg - + 2 arcctg

- = —;

4) -T"4 1 4— ^ 8.
sin a cos41 a

2. Решите уравнения:

.ч
7 x о ж

.
х

^ 4COS4
=COS 4+Sm2’

2) sin10 x + cos10 x =

3) cos(5o: + 516°) — cos(3# + 172°) = cos(4# + 254°).

x

3. Решите неравенство 8 sin2 — + 3sin# — 4 > 0.

1
sm x + sm У —

2
4. Решите систему уравнений ^ ^

.

cos х — cos у
=

5. Постройте график у = 2| sinx\ • cos#.
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Карточка 4

. ^ ol-P . .
п

27 а + (3 7
1. Вычислите cos—-—, если sma+sinp = —

—, tg—-— = -

2 оо Z У

при 2,57Г <«<377 и — ^- < (3 < 0.
£

А/ ч
sin 4а + sin 10а — sin ба

2. Найдите А(а) = ^,v '
cos 2а + 1 — 2 sin 4а

если sina — cosa = га.

3. Докажите:

1) tg6 20° - 33 tg4 20° + 27 tg2 20° = 3;

04 •
4

•
12

•
56

2) arcsm - + arcsm — + arcsm —— = тг;
5 13 65

. sina —1 1 2 —sina
3

О
+

O
^

Q
*

•

sin a — 2 2 3 — sm a

4. Решите уравнения:

1 о

1)1+ cos 2x • cos 3x = - sin 3rr;
z

\ . о ТГХ
.

о 7ГХ 9 1
2) 2 sm2 — • sm2 — = x2 +

2 4 x2

_
cos2 2x

5. Решите неравенство ^~ZT ^ 3tgx.

f sin" x =i sin v
6. Решите систему уравнений <

^ 4

cosz x

2
,

COS4 X = COS у

7. Постройте график у = 2
х

cos -

2

.
х

sin —.

2
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Карточка 5

1. Вычислите tg 2/3, tg^, если sin/?= —^ при (3 Е [1,57г;27г].
Z 01

4 sin2 (45° + а) ■ sin 10° — 1 4- 4 sin 10° • sin 70°
. простите

4 sin 10° • tg(45° + a) ■ cos2(45° + a)
'

3. Докажите:

1) cos 36° — sin 18° =

2) sina < a < tga, если a E ^0; .

4. Решите уравнения:

1) cos x • cos 2x — cos 3x;

2) 3 cos 2x + 4 sin 2x + 5 = sin2 x\

3) arccos x — arctg x.

5. Решите неравенство у/5 — 2sinx^6sinx—1, если жЕ[0;7г].

_

т-i „ Г sinx • sin у = 0,75
6. Решите систему уравнении <

^у
— 3

х + \х\
7. Постройте график у = tg —-— • sin2o:.
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Карточка 6

1. Вычислите cos 24° + cos 48° — cos 84° — cos 12°.

2. Найдите a + 2/3, если tga = sin/3 = —при a,/3 E I.

, 4
sin2 2a -f 4 sin4 a

3. Упростите Ala) = ^ л—•v '
4-sin2 2a-4 sin4 a

^ тт
sina

Л
..

4. Докажите < 2 для Va G Ь'(Н).
sin a — cos a • tg ^

5. Решите уравнения:

1) 39 + 7 sin2 x + 12 sin 2x = 33 cos x + 44 sin x\

2) cos x • cos 2x • cos Ax = ^;8

3) arcsin(x2 — 2x + 2) = ^-x.jL

6. Решите неравенство 3cos2x • sinx — sin2x < — 1.

X + у + Z = 7Г

7. Решите систему уравнений ^ tgx-tgz = 2 .

tg У * tg 2 = 18

8. Постройте график
2 sin2 (45° + x) • sin 10° - 1 + 4 sin 70° • sin 10°

У
4 sin 10° • tg(45° + x) • cos2 (45° + x)
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Карточка 7

о 7Г о Зтг о Ътг
1. Вычислите tg2 — + tg

— + tg —.

2. Докажите:

.

ч
а + /3 ^

cos а + cos (3 _

_

1) cos —— ^ , где а, р Е I.

/ 5
.

12
2) tg 2 arccos —= — arcsin —'

6V V26 13

119

120*

ои»
а + /3 .

а + /3
3. Наидите cos—-—, sm—-—, если <

21
sin а + sin (3 = ——

65

27
cos а + cos р

= ——

65

тг

при 2,57г < а < Зтг^ ——< (3 <Q.
Z

4. Решите уравнения:

^
cos2х(1 + ctgx)

3cosx;
sm х — cos x

2) (1 + 2cos2a;) • sinx + (1 — 2cos2x) • cosa; = 0

При 7Г <

тг

2x — —

2
<—•
"

з
’

3) sin x — cos5 x
cos x sm x

sin3x • cos (2x — I)
5. Решите неравенство ;— ^ 0 на [0;27г].

_ _
0 f ctg x + sin 2?/ — sin 2x

6. Решите систему уравнении < _

. .
, ч

[ 2 sm у
• sm(a: + у) = cos х

7. Постройте график у = | tgx| • sin 2а;.
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Карточка 8

1. Упростите:

л/2 cos а — 2 cos ^ + a^j
2 sin + (xj

— л/2 sin а

2) ctga • ctg(60° + a) • ctg(60° — a).

л
_ 2тг 4тг 67Г

2. Вычислите cos — + cos — + cos —.

7 7 7

3. Докажите cos 36° > tg36°.

4. Решите уравнения:

1) tg(s - 15°) • ctg(a; + 15°) =

n\ . Ж ( л/з\ 7Г

2) arcsm — + arccos x + — = —;
2 V 2/6

3) 2 sin ( x + —

J = tg x + ctg x.

5. Решите неравенство 4sinx • sin2x • sin3x > sin4x.

1
sin x — sin у =

-

6. Решите систему уравнений y/3-
COS X + cos у =

7. Постройте график у = л/1 — sin2x + sinx + cosx.
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Карточка 9

. _. cos3 а — cos За sin3 а + sin За
1. Упростите 1 .

cos а sin а

2. Докажите тождества:

.

ч
3 + 4 cos 2а + cos 4а 4

1) ^ :
— = ctg а;

3 — 4 cos 2а + cos 4а

2) tg2 36° • tg2 72° = 5.

3. Решите уравнения:

^ ч
1 + 2 cos 2х о

1) — = tg х — 3, если 0 < х < 27г;
2 cos х

2) tg(120° + Зх) - tg(140° - х) = 2 sin(80° + 2х).

А В С 1
4. Докажите sin — • sin — • sin — ^ если А + В + С = 180°.

2 2 2 8

5. Решите неравенства:

1) sin4x + cos4x • ctg2x > 1;

arccos(x2 — Зх + 2) ^ n'

8x2 - 10z + 3
> ’

Л ^ „ f sin^ x = cos x • cos у
6. Решите систему уравнении < 2

^ _

I2:
cos2 х = sin х • sin у

7. Постройте график у — 2| sinx| • cosx + | tgx| • ctgx.
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Карточка 10

1. Упростите:

2) tga • tg(a + 60°) • tg(a — 60°).

2. Докажите:

ч ч . 9 7Г
.

о 27Г
. 9 37Г 7

1) sin - • sin — • sin — = —;}
7 7 7 64’

7Г

2) tgna > ntga, если 0 < a <
—

при Vn G N, п/ 1;
4(n — 1)

3) x/cosx + л/sinrr > 1, если 0 < x <

3. Решите уравнения:

i \ 2
1) cos — = cos x\

_4 .
2

. /- .
1

2) arcsm =
— arcsm v 1 — x = arcsm

З-^/x 3

4. Решите неравенство tgrr + tg2:r
— tg3x > 0.

cos2 у + 3 sin ж • sin у = 0
5. Решите систему ^ 21 cos 2x — cos 2y = 10

x — \x\ x H- \x\
6. Постройте график у = sin cos — + tgx

• | ctgo;|.
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Решение карточки 1

1. Вычислите:

а 3
1) cos —, если ctga = 90° < а < 180°.

до

до

cosa —

cosa =

ctga

±\Д + ctg2 a
3

4 <

; cosa < 0;

\Д + Тб

m
a

n
a

, /l + cosa

Так как 45 < — < 90 и cos — = ±\ ,

2 2 V 2

a

to cos — =

2 \
i + (-i)

2) sin 10° + sin 30° + sin 50°
4 sin 10°

4 sin* 10° + 4 • J sin 10° + 4 sin 10° • sin 50° - 1

4 sin 10°

2(1 - cos 20°) + 2 sin 10° + 2(cos40° - cos 60°) - 1

4 sin 10°

2 — 2 cos 20° + 2 sin 10° + 2 cos 40° — 1 — 1

4 sin 10°
”

2 cos 40° — 2 cos 20° + 2 sin 10°

4 sin 10°

—4 sin 30° • sin 10° + 2 sin 10°

до

до

до

4 sin 10°

—2 sin 10° + 2 sin 10°

4 sin 10°
=m.
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2 cos (2ср — - ^ — \/3sin2<£
2. Упростите 7г г =

*

о . / 2тг\ ( тг \ . .

ща0

2 sin I <£> —g- 1 • cos (ip — уд 1 + sm
7тг
10

2 cos 2<p • cos ^ + 2 sin 2(p • sin ^ — \/3 sin 2<p

sin (v5 - ¥ + ч> -15) +sin (<p - 4 -

ч> +15) +sin ё
^

cos 2ip + л/З sin 2<p — л/3 sin 2</?
_

sin (2v> - f) + sin (-ш) + sin - S)
cos 2(p cos 2ip

cos 2<p — sin ^ + sin ^ cos 2(P
= ES-

3. Решите уравнения:

1) 1 1
= 2tg2x.

1 — sm x 1 + sm x

( sinx ф 1

D(y) : < sinx ф — 1 ; + 7Гк.

[ cos x ф 0

4(1 + sin х) — 1 + sin х 2 sin2 x

1 — sin2 x cos2 x
’

3 + 5 sin x = 2 sin2 x; 2 sin2 x — 5 sin x — 3 = 0;

x 5±7
(smx)12 = -

;

sinx = 3 qL E(sinx)
1 x= (-l)k+1l+irk. CD

sinx = — - G JS(smx) 6
z

Ответ: |(—l)fc+1^ + 7rfc | A: G .

2) (1 + cos4x) • sin(7r — 3x) = sin2 —

2xj
.

(1 + cos 4x) • sin 3x = cos2 2x; 2 cos2 2x • sin 3x = cos2 2x;
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ш
ш

СЕ)

ДО

CD

CD

cos2 2х = О

sin Зх = ~
’

2

7Г

2х = — + 7rfc

Зх = ( —1)п— + 7ГП

7Г 7Г

х=4 + 2*

*-(-Ч*й +К
^

Г 7Г 7Г _

7 „ ч
„ 7Г 7Г

_ 1
Ответ: + — fc; (—1) — + -n\k,neZ> .

3) arcsin 2х + arcsin х =

D(У)

7Г

2’

7Г

cos(arcsin2x + arcsin ж) = cos —;
Z

cos(arcsin2x) • cos(arcsinx) —

— sin(arcsin 2x) • sin(arcsinx) = 0;

так как arcsin m £

7Г 7Г

2’2
,
to cos(arcsinm) ^ 0;

cos(arcsin2x) = y/l — sin2 (arcsin 2x) = y/l — 4x2;

cos(arcsinx) = y/l — sin2 (arcsin ж) — y/l — x2\

sin(arcsin 2x) = 2x\ sin(arcsinx) = x\

y/l — Ax2 • y/l — x2 — 2x2 = 0;

(1 — 4ж2)(1 — x2) = 4ж4;

Ъх2 = 1; x2 = -£ D(У);
5

x =

x

ч/5

V5’
5
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а) Проверим значение х = —~ф--
5

*
. I у/^\ ft

7Г
.

/ 2ч/б\ л
—— < arcsm —— < 0; —— < arcsin — < 0.

2 V 5 У 2 V 5 У
Сложим почленно:

. ( у/ъ\ . ( 2^б\ „
—7Г < arcsin + arcsm — < 0, но

V 5 У V 5 У

«
■ ( ^

должно быть arcsm + arcsm I = —,

V 5 У V 5 У 2

y/b
значит х — — посторонний корень.

5

б) Проверкой можно убедиться, что х =
—

корень
5

уравнения.

0тЕет:* = ^.5
4. Докажите:

cos(/3 + 19°) • sin(/3 + 1°) < sin(106° 4- /3) • sin(/3 + 4°) 4$ Ц)

cos(/3 + 19°) • sin(/3 + 1°) < cos(16° -I- /3) • sin(/3 + 4°) (£)

^ i [sin(/3 + 1° + /3 + 19°) + sin(/3 + 1° - /3 - 19°)] <

< ^ [sin(16° + /3 + /3 -1- 4°) + sin(/3 + 4° — 16° — /3)]
z

& sin(2/3 + 20°) - sin 18° < sin(2^ + 20°) - sin 12°

<=> sin 18° > sin 12° — истинно,

так как у = sinx возрастает на (0;90°).

Значит, предположение верно, и неравенство

cos(/? + 19°) • sin(/? + 1°) < sin(106° + /3) • sin(/? + 4°) —

истинно, что и требовалось доказать.
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5. Решите неравенство 2 sin2 ^х + ^ + \/3cos2x > 0.

1 — cos ^ 2х + ^ -f-\/3cos2x > 0; l + sin2x + \/3cos2x > 0;

1
.

^
\/3 1 / тг\ 1

— sm2x + — cos2x > —cos I 2x — — 1 > —

Z Z Z V 0 / 25

2тг
л f

7г 2тг
л ,

— + 2nk > 2x — — >—— + 2тгк;
3 6 3

57Г
_ 7 л

7Г
_ ,

— + 27тк > 2x > —— + 2irk\
о z

57Г 7Г
—- + 7Г/С > x >

—— + тгк.
12 4

Ответ = {(-
ТГ

,
57Г

, , , , „

— + пк; — + тгА: ] | /г € Zfe) |*gz|.

6. Решите систему уравнений

sin х • sm у

sin х • sm у

4л/2

tgx-tgy = -

4л/2
sinx-sinг/ 1

/о • . ч
=

« (3 sm х • sin 2/
= cos х • cos у)

К
cos х • cos у 3
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sina:-sinу = ф+(2)
3 ’

cosx-cosУ =

-^Д ©~®

cos(a; -y) = ^j-
( л. ^cos(x + у) =

—

х-у = ±^ + 2тгк ^(ф+©)
л/2 1

х + у
= ± arccos — + 2жп - ((2) — (1))

,
7Г 1 л/2

а: = ±— ± - arccos— + ж[к + п)
8 2 4

,1 л/2 / тг\
у = ±- arccos — I ±— 1 + 7г(п — fc)

Расшифровывая, получим:
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в)

7Г

X — у =
—— + 27Гt

'ft о

;

х + у = arccos + 27гп

тг 1 л/2
ж = —— + - arccos ——|- тг(t + п)

8 2 4

тг 1 л/2
у =

— + - arccos ——h 7г(п —
8 2 4

г) <

7Г

х - у =
-- + 27Г£

V2 о

;

х + у =
— arccos

-j-
+ 27тр

ТГ 1 л/2
х = — — — - arccos ——Ь 7г(р +

8 2 4

ТГ 1 л/2 .

у =
- - - arccos — + тг(р - t)

Ответ:

тг 1 л/2 ,,
. 1 л/2 тг . ,Л

— + - arccos ——|- 7г(/с + п)\ - arccos — — + 7г(п — к) ;
8 2 4 2 4 8 I

тг 1 л/2 ,,
. тг 1 л/2

— — - arccos ——h 7г(/с + р)\ — — — - arccos ——|- 7гур
— /с)

8 2 4 8 2 4

ТГ 1 л/2 ,

,

тг 1 л/2 , Л
+ - arccos ——h 7r{t + n); — -f - arccos ——I-1r(n — £) ;

8 2 4 8 2 4 I

тг 1 л/2 , ч
тг 1

4
-

g
-

2
arccos +Tr(p + i);

g
-

2
arccos

X
+^ ~~
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_
_

^ ,
sin х + sin Зх

7. Постройте график у = —=====.

л/2(Т+cos2x)

_

2 sin 2х • cos х
_

2 sin 2х • cos х
_

( sin 2х, cos ж > О
У

л/4 cos2 х 2| cos ж| \ - sin 2х, cos х < 0
‘

1

1

-я

у-COS#
л Зк ySTTjys.

/УК2 Я 2/У/У/УК2 Зя

-2я -ЗяЧ !
2

! -1
1

1

! 1

~V\ li-*1
\Р

/ 1 \
'

1 Г

Зя

^ 4

\2п \4J^/ ^

1 ! <

i 1
■ * 1

1
1 1

! у=sin2x (хф^+nkj
/■V 'гч7,с/\ 2я/\ / \2.

/-fM* \1/
1
1
1

;
>

^2л

| ^
- п 2

4

“

к

4 ;

\—г" У
\ 1 /

/1 \
j { '

Я m / 5тс\ /Зк
2|\У 2^!

1 1

1 1

1 1

! ! !

у =
-sin 2л: (хф^+nh)

'
S\

'

/>
i Ук

я J/ \12я J \3я ?/ _

! -1
1

1

1

;
>

-2тy\S\l
1

\1 /

/1 \
1 1 >

f 371
2

4

/1 \
/ 1 \

\ /Зя \ /5я \ / л

^|2 Ч/-2-
! '

! !
sinj£r+sin3jc

1 V2(1+cos2jc)
1

i /-х
1 _7тс

/Л 1 � \/ \3я ? w

У Зп—!J
2

_j

JL я Зя \ /\ /2п 5к \
4 2 4 ЧУЗттЧУ -у ЧУ

2
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Решение карточки 2

1. Вычислите:

.

.
а 5

1) sm —, если tga = — при а £
7Г 37Г

2’Т
1

cosa =

cosa

±\/l + tg2 a’
1

_

12

"13;

cos a < 0 ( a €

7Г 37Г

2’T

1 +
25
144

.a 11 — cos a

1
.
a

_
/ a

sm — > 0 ( — £
7Г 37Г

4’T

.
a

sm — =

2

1+121 ^
13
_ 4^262 26

2) A(a) =

1
2 sin ^a + • sin ^a + + cos -

57Г

6"

2 sin ^2a + f— л/3 cos 2a

cos ^a + ^ — a — — cos ^a + ^ 4- a + 4- cos

2 sin 2a • cos ^ 4- 2 cos 2a • sin ^ — \/3 cos 2a

cos ^ — cos ^2a + 4- cos ^7r —
sin 2a + л/3 cos 2a — л/3 cos 2a

cos 5 + sin 2a — cos ?
6

— =Ш- aeD(A).

bn

T

sin 2a

2. Докажите:

1) cos 5° + cos 15° 4- cos 25° —
4 sin 5°

= 0.

L = cos 5° + cos 15° 4- cos 25°
1

4 sin 5°

4 cos 5° • sin 5° 4- 4 cos 15° • sin 5° + 4 cos 25° • sin 5° — 1

4 sin 5°
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2 sin 10°+2(sin 20° -sin 10°)+2(sin 30° -sin 20°) -1
4 sin 5°

_

2sin 10° + 2sin20° - 2sinl0° + 1 - 2sin20° - 1
_

4 sin 5°

L = °
T TT

П=0

2) cos(a — 9°) • cos(a — 45°) > sin(o! + 40°) • cos(a — 4°).

^ (cos(a — 9° + a — 45°) + cos(a — 9° — a + 45°)) >

> ^ (sin(a! + 40° + a — 4°) + sin 44°);
Z

cos(2a — 54°) + cos36° > sin^a + 36°) + sin44°;

cos(2a — 90° + 36°) + sin 54° > sin(2a + 36°) + sin44°;

sin(2a + 36°) + sin 54° > sin(2a + 36°) + sin44°;

sin 54° > sin 44° — истинно.

3. Решите уравнения:

2 1
i) +

2 cos2 x

1 — tgx 1 + tg x cos 2x

D(У):

'

tgx ф 1

tgx ф -1

cos 2x Ф 0
’

w
cos x ф 0

2 cos2 x2(1 + tgx) + 1 - tgx
1 — tg2 x

(tgx + 3) • cos2x = 2cos2x; cosx = 00 D(Y)\

cos2 x — sin2 x
’

tgx = —1; x

Ответ: 0.

7Г

+ Trk£D(y).
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ш
CD

0
CD

2) 1 + sin х + sin Зх + cos(7r + Ах) = 0.

1 + sin х 4- sin Зх — cos 4x = 0;

(1 — cos4x) + (sinx 4- sin3x) = 0;

2 sin2 2x 4- 2 sin 2x • cos x = 0;

2 sin 2x(sin 2x 4- cos x) = 0;

2 sin 2x(2 sin x • cos x 4- cos x) = 0;

2sin2x • cos x(2 sinx + 1) = 0;

cos x = 0

sin 2x = 0

1 ;

sinx = —-

Z

x = — 4- 7тк

7Г

X = —п

2

7Г

Ответ: (“ + nt\k,t Е z| .

3) 2 arcsin х = arccos 2х.

0 ^ arccos 2х ^ 7г

—7Г ^ 2 arcsin х ^ тт

тт

0 ^ arcsinx ^ —, тогда 0 ^ х ^ 1;
Z

|х| ^ 1

cos(2arcsinx) = 2х; ^ |2х| ^ 1 ; 0 ^ х ^

0^х^ 1

1 — 2х2 = 2х; 2х2 4- 2х — 1 = 0;

-1±\/з -1->/з .

xi,2 = —о—; —~— £

0 <
1
< 0<ч/3-Ю;

1 ^ \/3 ^ 2 — истинно.

Ответ:
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4. Решите неравенство sinx + cosx > \/2cos3x.

\/2cos ^ > \/2cos3x; cos ^x — ^ — cos3x > 0;

/ ж-5-ЗаД ( x-^-Y3x\
-2 sin f —2— J

* sin ( —2— J > 0;

sin ( x + ^ ) • sin ( 2x — ^ ) >0;

7Г

sin ( x + — ] >0

sin ( 2x — —

J > 0

.
/ 7f\

л

’

sin I a: + — 1 <0

7Г

7Г

sin ( 2x — — I <0

л
_ 7Г

л 7
—+27г/и>х> — — + 27t/c
8 8

97Г 7Г
—- +7ГП > X > —+7ГП

16 16

7Г + 27tA; > x + — > 27Г&
8

7Г + 27Гn > 2x — — > 27ГП
8

27Г + 27г£ > X + “ > 7Г + 27Tt
8

2тт + 2ттр > 2x — ^ > 7Г + 27ф
8

157Г
л

7тг
л

——+ 27Г£ >Х> —+27Г£
8 8

177Г 97Г
—+7ф>Х>

—+7ф
16 16
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7Г
^ 7

9тг
л

.

— + 2ттк < х < — + 2'кк
6 16

77т 17тг
— + 27тп < х < —— + 27гп ;
8 16

+ 2nt < х < —^ + 2nt 8
1о о

Ответ: I [ -f- + 2пк; — + 2пк
^ \ 16 16

'77Г
л

177Г
— + 2тгп; — + 2тгп

77Г 7Г

Тб
+ -

8
+

5. Решите систему уравнений

2 sin х +
cos у

sin ж

cos у

= 0,5

D(С) : уф^+пк, keZ.

( 2 sin х • cos у + 1 = 2 cos у

\ 2 sin х = cos у

Г cos2 у — 2 cos у + 1 = 0

\ 2 sin х = cos у
’

(cosy — l)2 = 0

2 sin ж = cos у

у = 2'кк

х = (-1)пт7 + 7ГП
'

о

.
ТГ

{cos 2/ = 1

2 sin х = 1

Ответ: ^ ( (—1)п— + 7гп; 2'кк ] | fc, п Е| fc,n Е z| .
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л ,
COS X — cos Зх

6. Постройте график у = —====.

л/2(1 — cos2x)

_

2 sin 2х • sin х sin 2х • sin х ( sin 2х, sin х > О
^

л/4 sin2 ж |sinx| \ — sin2x, sinx < О
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; 3Решение карточки

1. Докажите:

1) cos 6° • cos 66° • cos 42° • cos 78° = —

• cos 42° • cos 78° =

1

3 66°L = cos 6° • cos

60°) • — (cos 120° H- cos

z
-(cos72° + cos60°) • ^(cos
r Z

cos 72° + ^ ^cos36° — ^ =

1

36°) =

4 V 1J \

- \ (cos 72° • cos 36° + ^ cos
4 \ 2

= ~ fcos72° • cos 36° + sin 54

36° - - cos 72°
Г

136° + sin 54° • sin

= ~ ^2 cos 72° • cos 36°

так как cos 36° • cos 72° =

2 sin 72° • cos 72° sin 144c
A * ОЛП А * О ГУ I

1
“

4

4 sin

18°-Г
1 ]

4 4,/ 4: \ 4i J

>in 36° • cos 36° • cos

4 sin 36°

L

1

16

4 sin 36c 4 sin 36°

1

4’ П =

16

16

4
cos 6a — cos 7a — cos 8a + cos 9a 15a

2) — ctg .

sin 6a — sin 7a — sin 8a + sin 9a 2

^
cos 6a — cos 7a — cos 8a + cos 9a

sin firv — sin 7m — sin 8rv 4- sin 9a

72°

L = П.

^
cos 6a — cos 7a — cos 8a + cos 9a

_

sin 6a — sin 7a — sin 8a -f sin 9a

о 6a+9a 6a—9a 0 7a+8a 7a-
2 cos

—j—
• cos

—2
2 COS —^— • COS ;

0 6a+9a 6a—9a 0 7a+8a 7a—8a

-8a

0 • 6a+9a 6a—
2 Sin

2
* COS

2

n . 7a+8a 7a—8
2 sm

—2—
‘ cos

—2”
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1
о

1 бтг
3) arcctg - + 2 arcctg

- = —.

Так как <

~
1 \/з

о < - < -7—
3 3

n
1 л/з

’

7
<
т

то, учитывая, что функция arcctg х убывает, имеем

7Г 1 7Г

2
> arCCtg

7
>

3
7Г 1 7Г
— > arcctg - > —

2
6
3 3

1
о

1
=Ф- 1,57г > arcctg

- I 2 arcctg
-- > тт.

I О

Значит, arcctg ^ + 2 arcctg ^ Е (я; 1,б7г).
I о

Очевидно, и G (я; 1,57г) — правая и левая части

расположены в одной четверти. Функция tgx на (7г;1,57г)
возрастает. Поэтому переход от равенства углов к

равенству значений функции tgx не нарушает

равносильности:

( 1
„ 1\ 5тг

tg I arcctg
- + 2 arcctg

- 1 = tg —.

Обозначим a = arcctg ~, (3 = 2 arcctg -;
1 о

tga = tg (arcctg^ ] =
—

jT
= 7;

V '
/ ctg ( arcctg у J

/ 1\ 2 tg (arcctg J)
tg/S = tg 2 arcctg - = )- =

V 1 — tg2 (arcctg
2 2

ctg (arcctg I) I 6 3
=

1
1

=

1 _ I
=

^8
=

_4‘
/ 1 \ 1

ctg2 (^arcctg 3J g
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7 3

tga + tg/J т_
4

L — tg(a + p) — -— —L —

—-у-
— 1;

1 — tg a • tg
’

i _ 7 .

_ 57Г ( 7Г \ 7Г

n =

tgT
= tgf7r + -J =tg- = l;

L = 1

П= 1
^Ь = П.

1 1
4) T~4 1 4— ^ 8.

sin a cos a

Учтем, что при a ^ 0, 6^0 a + 6 ^ 2 л/afr.

Действительно,

+ 6 ^ 2\/afr <=> a — 2\/a6 + b ^ 0 ~ ^ 0a

истина. Поэтому

‘
+ -* >2

' 1

sin4 a cos4 a
^

у sin4 a cos4 a sin2 a • cos2 a

I sin2 2a sin2 2a

.o 1 8
sm 2a ^ 1, значит —к ^ 1, откуда —~^ 8, что

sin2 2a sin2 2a
и требовалось доказать.

2. Решите уравнения:

7 х ъ х .
х
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*1,2 =
4 ± д/16 — 12 4 ± 2 sin| = | ^ [—!;!]

.
^ 1

sm — —

-

4 2

Т 7Г 27Г

4
= (_1)”g+7ГП; а; = (-1)пу+ 4тгп;

г:{;
.
27Г

Ответ: ^ 27т + 47гА:; (—1)п— + 47тп | fc,nE

29

»}•
2) sin10 х + cos10 ж = —.

64 ф
1 — cos2х\ /1 4- cos 2ж\ 29

2 J +
V 2 J

=

64’

' (а ± Ь)5_=_а5_± 5а4_Ь_+_10а3Ь^ ± W(f^ + 5ab^±bl]
1 — 5 cos 2х + 10 cos2 2х — 10 cos3 2.x + 5 cos4 2х — cos5 2х+

+1+5 cos 2х+lOcos2 2:r+10cos3 2:i:+5 cos4 2a;+cos5 2х — Ш]

2 + 20 cos^ 2x + 10 cos4 2x = ^; cos 2x = t;
29

2012 + 401 - 25 = 0; 4t2 + 8t - 5 = 0;

-4 ± v/16 + 20 -4 ± 6

11,2

cos 2x = -;

4 4

1 14- cos 4x 1

* = -2,5 0 [-1; 1]
1

* ~
2

Ответ

2

5{| + ft|*6z}.

7Г 7Г

, cos4x = 0; x = — + —k.
2’ ’84

3) cos(5x + 516°) — cos(3a; + 172°) = cos(4a; + 254°).

—2sin(4x + 344°) • sin(a; + 172°) = cos(4a: + 254°);
2 sin(4a: + 254° + 90°) • sin(a: + 172°) + cos(4a; + 254°) = 0;

2 cos(4x + 254°) • sin(a: + 172°) + cos(4x + 254°) = 0;
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cos(4x+254°) 0
г4х + 254о = 90° + 180°fc

sin(a:+1720) = --

’ [х + 172° = (-l)n+130° + 180°n
’

z

х = -41° + 45°к

х = -172° + (-l)n+130° + 180°n
'

Ответ: 41° + 45°A;;

-172° + (-l)n+130° + 180°n |fc,nezj.
X

3. Решите неравенство 8 sin —Ь 3sinx — 4 > 0.

8 sin2 —|- 6 sin — • cos 4 sin — — 4 cos — > 0;
2 2 2 2 2

л . о
x

„ . x x
л о x

4 sinz — + 6 sin — • cos — — 4 cos — > 0;
2 2 2 2

x

а) Пусть cos — = 0;
Z

x = 7г + 27Г&, тогда

4 sin2 ( x + як ) +

+ 6 • 0 - 4 • О2 > 0;
7Г

4 sin2 — = 4 > 0 — истина

z

б) Пусть cos -/0,

Ось
тангенсов

х

тогда cos — > 0.

х х

Значит, 2tg2 — + 3tg — — 2>0;
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-2 I
7Г X 1
—+7Г/С > — > arctg -+7ГК
Z z z

X 7Г

arctg(—2)+7гп > — > — —+7Гга

Объединяя оба случая, получаем следующий ответ.

1
Ответ: ^ ( 2 arctg-+27Г&; 27Г+2 arctg(—2)+27гА; ) | к &) | к € zj-.

4. Решите систему уравнений <

sin х + sin у =

cos х — cos у

vs
•
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7Г .

ЧГ7
7Г 2ТГ

ж = - + (-!)
g
- — +1ГП + 2irk',

х = -^ + (-1)п1 + п(п + 2к).

Ответ: | + (-!)n^ + ?r(n + 2к); | + (-l)n^ + nnj
| к, п Е Z

5. Постройте график у = 2| sina;| • cosx.

_

( sin2x, sinx ^ О
^ 1 — sin 2ж, sin ж < О
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Решение карточки 4

<*-Р . .
п

27 а + Р 7
1. Вычислите cos—-—, если sin а + sinр

= —

—, tg—-— = -

2 65 2 9

при 2,57Г < ol < Зтг и — ^ < /? < 0.

,
•

/э
а — Р 27

sin а + sinp = 2 sin —-— • cos —-— = —

—.

2 2 65

а + Р 7 sm-2^ 7
1ак как tg —-— =

6
2 9’ cos^ 9

Учтем, что 27Г < а+Р < Эя, тогда п <
а ^

< 1,57т, значит

а + Р 1 а + Р 9
cos —— = ; cos —— = -—V130;

2 уГ+tgЩё.
2 130

.
а + Р а + Р а + Р .

а + Р 7 а + Р
sm—= tg—-cos—; sm—= -cos—;

sina±£ = I . (-JL . „W) = Vm.
2 9 \ 130 J y/m 130

Л . а + Р a-p 27
Так как 2 sm —-— • cos —-— =

——, то

2 2 65’

27л/130
910

a-p 27 a-P
cos —-— =

-г, т. e. cos —-—

2 65-2sin^ 2

.

/
v sin 4a + sin 10a — sin 6a

2. Найдите A(a) = о ,v ’
cos 2a + 1 — 2 sin 4a

если sin a — cos a — m.

л, 4
sin 4a + sin 10a — sin 6a

Ala) = к
=

cos 2a + 1 — 2 sin2 4a

2 sin(—a) • cos 5a + 2 sin 5a • cos 5a
_

cos 2a + 1 — 1 + cos 8a

2 cos 5a • (sin 5a — sin a) 2 cos 5a • 2 sin 2a • cos 3a

cos 2a + cos 8a 2 cos 5a • cos 3a

= 2 sin 2a;
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т = since — cosa = л/2 sin ^a — ^ , тогда
— л/2 < m < л/2;

(sina — cosa)2 = m2; 1 — sin 2a = m2; sin 2a = 1 — m2.

Значит, A(a) = 2(1 — m2) при m E [—л/2; л/Щ .

Ответ: A(a) = 2(1 — га2) при m G [—л/2; л/2] .

3. Докажите:

1) tg6 20° - 33 tg4 20° + 27 tg2 20° = 3.

_ о sin2 20° 1 — cos 40°
® tg2 20° *

cos2 20° 1 4- cos 40°
’

L = tg6 20° - 33 tg4 20° + 27 tg2 20°
(1 4- cos 40°)3

x ((1 - cos 40°)3 - 33(1 - cos 40°)2(1 + cos 40°)+

+ 27(1 — cos40°)(l + cos40°)2) =

-
„ f(l — cos40°) [(1 — cos40°)2—

(1 + cos40°)3 V 'LV '

- 33(1 - cos 40°)(1 + cos 40°) + 27(1 + cos40°)2]) =

7 --.тгТч ((1 — cos 40°) fl — 2 cos 40° + cos2 40°—
(1+ cos40°)3 Vv n

-33 + 33 cos2 40° + 27 + 54 cos 40° + 27 cos2 40°]) =
(1 - cos 40°)(61 cos2 40° + 52 cos 40° - 5)

_

(1 4- cos40°)3

7

1
J (61 cos2 40° - 61 cos3 40° + 52cos40°-

(1 + cos40°)3 V

- 52 cos2 40° - 5 + 5 cos 40°) =
—61 cos3 40° 4- 9 cos2 40° 4- 57 cos 40° — 5

(l + cos40°)3
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Используя тождество cos За = 4 cos3 а — 3 cos а

при а = 40°, получаем:

cos 120° = 4 cos3 40° — 3 cos 40°; умножим на 16:

—8 = 64cos3 40°—48cos 40°; 64 cos3 40°—48 cos40°+8 = 0;

L = Тл -о (—61 cos340° + 9cos240° + 57cos40°—
(1 + cos40°)3 \

— 5 + (64 cos3 40° — 48 cos 40° + 8)) =
_

3 cos3 40° + 9 cos2 40° + 9 cos 40° + 3

(1 + cos40°)3

_

3(cos 40° + l)3
(1 + cos40°)3

3.

L = 3

П=3
=^Ь = П.

^ -4 .12 .56
2) arcsm —|- arcsin (- arcsin

— = n.

'5 13 65

Предположим, что тождество выполняется. Тогда оно

равносильно

.4 .12 56
arcsm - + arcsm — = тг — arcsm — <4-

5 13 65

/

о sm

\

.4 .12
arcsm - + arcsm —

5 13

Р

= sm

/

7Г — arcsm ■

56

65

/
О- sin(a + /3) = sin7 О sina • cos/3 + sin/3 • cosa = sin7;

56
.

4 3
sin7 = —; sina = -; cosa = -;

65 5 5

•

д
12

я
5

sm/3=-; cos/3 = —.

Тогда равенство равносильно

4 _5 123_ 56 56_56
5 13

^
13 5

_

65’ 65
_

65
ИСТИННО.
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Значит, предположение о справедливости тождества

верно, что и требовалось доказать.

Примечание. То, что из а + (3 = 7 следует, что

sin(a + /3) = sin 7
— очевидный факт. Но в общем

случае из sin(a + /?) = sin7 не следует a + /3 = j. В данном

случае следствие выполняется, так как:

7Г .4 . л/2 7Г
— ^ arcsm - > arcsm —- = —

2 5 2 4

7Г 7Г

2’2
ж- >

-у
и функция arcsm ж возрастает на

7Г .12 . \/2 7Г
— ^ arcsin — > arcsm —- = —

Z J_o Z “Jt

/ 12 \/2
аналогично так как — > —

V 13 2

.56 .
7Г

0 ^ arcsin — < arcsm 1 = —.

65 2

Поэтому а + (3 Е

А если sin(a + /3) = sin(7r — 7) и углы из одной четверти,
то углы равны.

. sin а — 1 1 2 — sin а
3) “Ь — ^ .

sin а — 2 2 3 — sin а

Домножим обе части неравенства

на 2(2 — sina)(3 — sina) > 0. Тогда

2(1 — sin a) (3 — sin a) + (2 — sin a) (3 — sin a) — 2(2 — sin a)2 ^ 0

<=$ 4 — 5 sin a + sin2 a ^ 0 (sina — l)(sina — 4) ^ 0;

7Г 7Г

_2;7Г_
и 7Г — 7 Е

.2;7Г.

sina

sin a ^ 4 0
sin a ^ 1 Va

истина. Сле¬

довательно, предположение о том, что неравенство

выполнено, верно для Va, что и требовалось доказать.
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4. Решите уравнения:

1 2

1)1 + cos 2ж • cos Зх = - sin Зх.

2 + 2 cos 2х • cos Зж = sin2 Зж;

1+sin2 Зж+cos2 Зж+ 2 cos 2ж • cos Зж+cos2 2ж — cos2 2ж = sin2 Зж;

sin2 2ж + (cos Зж + cos 2ж)2 = 0;

sin 2ж = 0

cos Зж + cos 2ж = 0
’

х = —к
2

Зтг
cos —к + cos тгк = 0

а) при к = 0 cos 0 + cos 0 = 0 — ложно;
Зуг

б) при к = 1 cos — + cos тг = 0 — ложно;

в) при к = 2 cos Зтг + cos 2тг = 0 — истинно;

г) при к = 3 cos4,57r + cos37r = 0 — ложно.

Ответ: {ж = тг + 2тгп \ и Е Z} .

ч .
о ТГХ

. 9 7ГЖ 9 1
2) 2 sin2 — • sin2 — = ж2 +

2 4 ж2

^ . о тгх
. 0 ттх

Л „ 9
1 Л/о 1

L = 2sin2 — - sm — < 2; П = ж2 + —=■ ^ 2\ х2 •

—~
= 2;

2 4 хл V х1

{
L ^ 2

т тт Л 9
1

тт
.

0 , значит Ь = П = 2. xz + —^11 ^ I хг
■ 2 при

ж = 1

ж = —1
’

Проверим левую часть:

тг

2
а) ж = 1; L = 2 sin2 • sin2 ^ = 1; L ф П;

б) ж = —1; L = 2sin2 ^-sin2 ^ = 1; Ь^П.

Ответ: решений нет.

_ cos2 2ж
5. Решите неравенство ~^ Зtgж.

cos^ ж

D(Н) : cos ж ф 0;
cos2 2ж > 3 tg ж

• cos2 ж; cos2 2ж ^ 3 sin ж • cos ж;
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1 — sin2 2х ^ - sin 2х\ 2 sin2 2х + 3 sin 2х — 2 ^ 0;
Z

(sinx)l2 =
-3±ч/9Т16 —3 ± 5

sin 2х = —2

sin 2х =\ sin 2х

sin2х ^

Из чертежа следует, что

—^ + 27гк < 2х ^ ^ 4- 27rfc
о

37Г 57Г
^

:

— + 27Гп > 2х ^ — + 2тгть
2 6

Ответ

11
1

7Г
— — + пк < х ^ — + ттк

4 12

57Г 37Г
— +7ГП^Х< — + 7ГП
12 4

12

571- 37Г \ 1
— + 7гп; | &,п Е Z >.

~ ™ «Г sin2 х = sm у
6. гешите систему уравнении < А

[ cos* ж = cos у

Г sin4 х = sin2 у
s © о , тогда
[ cos° ж = cosz у

cos8 х + sin4 х = 1; cos8 x + (1 — cos2 x)2 = 1;

cos8 x + cos4 x — 2 cos2 x = 0; cos2 x(cos6 x + cos2 x — 2) = 0.
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Обозначая t = cos2 ж, получаем t • (t3 + t — 2) = 0;

+ t — 2

t6-t2

t- 1

t2 + t + 2 £><0

t-2

t2- t

2t — 2

2t — 2

cos2 x = 1

cos2 x — 0
’

x — тгк

тг

X — — + 7ГП
z

v J sin2 тгк = sin у
a' | cos4 тгк = cos у

’

J sin у = 0

\ cos 2/ = 1
’

{ у — тгк

у = 2тгр
’

у = 2тгр\ (тгк; 2тгр) \ к,р G Z;

б)

• 2 (71 \
иг I — + тгп I = sm у

'тг \
— + тгп 1 = COS 2)

Г sin у — 1

\ cos у
= 0

’

7Г

2/ =
- + 27ггп

7Г

у=- + 7г*

7Г7Г / 7Г -

у =
- + 2тгш; I - + тгп;

- + 2тгш ) .

Ответ: |(7г&; 27гр); + тгщ + 27гш^ |&,р, n, га £ z|
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7. Постройте график у = 2
х

cos —

2

.
х

' sm тг-
2
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Решение карточки 5

1. Вычислите tg2/3, tg если sin/З = при /3 е [1,5тг; 2тг].
« О J.

cos/З = FW) 1(61 + 60) (61 - 60) 11

612
“

61’

тогда tg /3 =

60

'61sin/3

cos/3 11
61

60

IT'

tg2/3 =

tg 2/3 =

2tg/3
1 -tg2/3’

2' (~fl)
_

120-11

-НУ" 3600 - 121

1320

3479

Зтг Зтг (3Так как — ^ (3 < 27г, то — < — ^ 7г,

значит, cos ^ < 0, sin ^ > 0.

р
cos — = —

2

. (3
sm — =

2

11 + COS P
2

11 — COS P
2

)

Л- 5
5

2 6

/3
cos — = —

2 \

i I 11

4^ -

sm — =

2 \

1 11

i^ = —л/ei.
2 61

2. Упростите
4sin2(45° + а) • sin 10° — 1 + 4 sin 10° • sin 70°

4 sin 10° • tg(45° + a) ■ cos2 (45° + a)

2 (1 - cos(90° + 2a)) • sin 10° - 1 + 2(cos60° - cos 80°)
4 sin 10° • sin(45° + a) ■ cos(45° + a)

2(1 + sin 2a) • sin 10° — 1 + 1 — 2 cos 80°
_

2 sin 10° • sin(90° + 2a)
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2 sin 10° + 2 sin 2а • sin 10° — 2 sin 10°

2 sin 10° • cos 2a

2 sin 2a • sin 10°
= = tg2a.

2 sin 10° • cos 2a

3. Докажите:

1) cos 36° — sin 18° =

L = cos 36° — sin 18° = cos 36° — cos 72° =

= 2 sin 54° • sin 18° = 2 cos 36° • cos 72° =

2 cos 36° • sin 36° • cos 72°

sin 36°

sin 72° • cos 72° sin 144° sin 36° 1

sin 36° 2 sin 36° 2 sin 36° 2

oo Atga

2) sina < a < tga, если a G ( 0; — I .
A

C=tga

Из чертежа следует, что

Saaob < SceKT'AOB < S&ocb',

x
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4. Решите уравнения:

1) cos х • cos 2х = cos Зх.

^ (cos Зх + cos х) = cos Зх; ~ (cos Зх — cos х) = 0;

1
0

.

О
.

л
Г Ж = 7Гк ТГ

- • 2sm 2х • sinx = 0; „ ; х = —п.
2 \2х = тт

’
2

Ответ: j|n|nezj.
2) 3 cos 2ж + 4 sin 2ж + 5 = sin2 х.

3 cos 2х + 4 sin 2х + 5 = sin2 х;

3 cos2 х—3sin2 х+8sinx• cosx+5sin2 x+5 cos2 x—sin2 x = 0;

8 cos2 x + 8 sin x • cos x 4- sin2 x = 0;

tg2 x + 8 tg x + 8 = 0; tg x = —4 ± y/8 = —4 d= 2\/2;
x = arctg (—4 ± 2y/2) + irk.

Ответ: {arctg (—4 ± 2л/2) + кк | к G Z} .

{arccos
x G [0; 7r]

/ 7Г 7Г

arctgxe(--;-
т. e. углы в левой и правой части располагаются в

первой четверти, и косинус этих углов положителен.

Так как cos х = г, то х =

±VZT+~tg2~x’ + tg2 (arctg х)’

X = ,1 ; ж4 + ж2 — 1 = 0; ж2 — 1^V^;vl + x^ ^

& [0;оо); ж2= ^

Ответ: х = \
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5. Решите неравенство1 л/5 —2 sinx ^ 6sinx—1, если хЕ [0; 7г].
6 sin х — 1^0
5 — 2 sin х ^ 36 sin2 х — 12 sin х + 1

6sinx < 1
’

5 — 2 sin х ^ 0

1
sina: ^

36 sin2 х — 10 sin х — 4 < 0

1
sma; <

-

6

sina: < 2,5

sinx = t; tit2
5 ± V25 + 144 5 ± 13

36 36

4
‘-5

sina: <
2’

X

57Г
х е 0; - и ——; 7г’

6 6
’

1
Более подробно см. Шахмейстер А. X. Иррациональные уравнения

и неравенства. СПб.: «Петроглиф», 2008.
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„
Г sina: • sin у = 0,75

6. Решите систему уравнении <
,

\tgx-tgj/ = 3

sinx - sinу = 0,75
sin х • sin у n ;

= 3
’

COS X
•
cos у

cos(x — y) = 1

cos(a; + y) = ~
’

x
—

у = 2irk

2тг
x + у =

— + 27ГП
о

x
—

у — 2'кк

2тг
X + у =

—— + 27ГП
о

х = ^ + 7г(п + /с)
о

У = ^ + 7Г(П _ *0

а; = + 7г(п + /г)
О

У = -\ +ъ(п-к)

sin х • sin у =
- (D +®

cos х • cos у=- (

х — у = 2'кк

. 2тг ;
X + у — + 27ГП

о

ф+©

©-Ф

Ф+©;
®-ф

-®

fc,n £ Z.

7Г
Ответ: ^ ( — + тт(п + А:); — + п(п — к)

о о

~ + к(п + к); + 7г(п - к)^ | к,п € z|.
X “j- X

7. Постройте график у = tg —-— • sin 2х.
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Решение карточки 6

1. Вычислите cos 24° + cos 48° — cos 84° — cos 12° =

= (cos 24° — cos 84°) + (cos 48° — cos 12°) =

= —2 sin 54° • sin(—30°) — 2 sin 30° • sin 18° =

= sin 54° — sin 18° = 2 sin 18° • cos 36° = 2 cos 36° • cos 72° =

2 sin 36° • cos 36° • cos 72° sin 72° • cos 72°
~~

sin 36°
~~

sin 36°
”

sin 144° sin(180° - 36°) sin 36°

2 sin 36° 2 sin 36° 2 sin 36°

2. Найдите a + 2/3, если tga = -, sin/3 = —\= при a,/3 E I.
7 y/\0

,g(a4-2<?)=1tg;
+

tf^;1 - tga-tg2/3

/ 1 3 1
cos(3 = 1/1 - — = —Ухо, поэтому tg/3 =

tg 2/3 =

tg(a + 2/3) -

2tg(3
_

2-3
_

2-3

l-tg2/3 i_i 8

tg a + tg 2(3

3

4'

1 +
3

7 4 4 + 21
_

25

1 — tg a • tg 2/3 i_
i 28 - 3

~

25
1.

7Г

a + 2/3 = — -f 7tA;, ho <
°</з<5
0<a<

7Г

1 л/2
так как -7= < ——, то

л/Тб 2

•

я
1 \/2 .

7Г
sin /3— —7= < —— = sin —,

Vio 2 4’

/о
П

т. е. /3 < —.

7Г

значит, 0 < 2/3 < —, и 0 < a + 2(3 < 7г.

"7Г 571*

При & = 0 a + 2/3 = —; при /г = 1 a + 2(3 = — 0 (0; 7г).

Это все возможные значения a + 2/3 Е (0; 1,57г).
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3. Упростите А(а) =
sin2 2а + 4 sin4 а

4 — sin2 2а — 4 sin4 а

л / ч
4 sin2 а • cos2 а + 4 sm4 а

А(а) = ^ г j—
=

4 — 4 sin a cos2 а — 4 sin а

4 sin2 а • (cos2 а + sin2 а)
4 — 4 sin2 а • (cos2 а + sin2 а)
4 sin2 а sin2 а 2

=
, . 2

=

—2
= а-

4 — 4 sm а cosz а

sin а
4. Докажите < 2 для Va Е ^(Н).

sin a — cos a • tg ^
a

По условию cos — ф О
Zi

^условие существования tg ^ а ф 2тгп + тт ^ .

®sinа
Л

sin a
< 2 <2<=>

, ot • 1—cosa
sm a — cos a • tg тт sm a

— cos a •
—=

° l sin a

sin2 a sin2 a
^

; г" ^ 1 <2^
sinz a — cos a + cos2 a 1 — cos a

®sm
a

») ^sina- < 2 <=>
1 — cos a

при sin — ф 0 и а ф 2ттп + 7Г

a a a
cos

2
. qj

Osina-ctg
— < 2 2sin — • cos — <2o2cos — < 2
9 9 9 • ol °
z z z

sin
_

cosa <

аф ттк

1 , о f cos a < 1
^

1 + cosa —

истина, что и требовалось

доказать.

5. Решите уравнения:

1) 39 + 7 sin2 х + 12 sin 2ж = 33 cos х + 44 sin х.

30 + 9 cos2 х + 9 sin2 х + 7 sin2 х + 24 sin х • cos ж

= 11(4 sin х + 3cosx);
30 + (4 sin а; + 3cosx)2 = 11(4 sin x + 3cosx).
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Учтем, что a sin ж + Ъ cosx =

= у/а2 + Ь2 sin(x + (fo) G —л/а2 + Ь2\ у/а2 + Ъ2
,

Ъ
где <ро = arctg-.

Тогда 4 sin х + 3 cos х = 5 sin(x + </?о) £ [~5; 5].
Обозначим £ = 4 sin ж + 3cosx, тогда

^
— cos (ро д

<

4 ; <Ро = arccos - ((ро G I);
- = sin <ро
5

\

cos (ро
• cos х + sin <ро

• sin x = 1;

cos(x — (po) = 1; x — (po = 27тк.

3
Ответ: x = arccos - + 27тк \ к G Z.

5

2) cos x • cos 2ж • cos Ax = ^.
4

. . sin ж • cos x • cos 2x • cos 4ж 1
а) хфттк; :

=

sin x 8

sin 2x • cos 2x • cos Ax 1 sin Ax • cos 4ж 1

a

t2- lit + 30 = 0;
*

=

4 sin x + 3 cos x = 5

4 sin ж + 3 cos x = 6 ^ = 4 sin a; + 3 cos x)
’

2 sin ж

sin 8x 1

8
’

4 sin x 8

2sin3,5x • cos4,5x = 0;

4,5x = nt + ~

’

z

3,5ж = 7rfc a: = —к к 17

x = yi + | (2i + l)/9
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б) ж = тгк; cos тгк • cos 27тк • cos 4пк

cos7r& = - —

ложно, т. е. х = тгк корнем уравнения

не является.

Ответ
Г 27Г

,
27Г 7Г .

,
. .. _ 7 \ ..

: ~д“^ + g
I ^ к I 7, (2£ + 1) /

7Г

3) arcsin^ — 2ж + 2) = —ж.

Z

Выясним, чему равно D(У).
2 о_ , ш ^ 1. f ж2 — 2ж + 2 < 1

|ж2 — 2ж + 2| ^ 1; |
Г ж2 — 2ж + 1 ^ О Г

\ ж2 — 2ж + 3 ^ 0
’ \

2ж + 2 ^ -1
’

(ж — I)2 ^ О

Уж ’
ж = 1.

7Г 7Г

Проверим: arcsin(l — 2 + 2) = —; arcsin 1 = —;
z z

7Г 7Г
— = истинно.
2 2

Ответ: ж = 1.

6. Решите неравенство 3 cos2 ж • sin ж — sin2 ж <
— 1.

3 cos2 ж • sin ж + cos2 ж < 0; cos2 ж(3 sin ж + 1) <0;

cos2 ж ф 0

smx <

1 ^sinx

0 \ cosx

1 ь О / 1 \
-■к + arcsm

-g
\ /arcsin gj

Ответ: ^ [ —7г + arcsin ^ + 2ттк\ — ^ + 27гА; j ;
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{X
+ у + Z = 7Г

tg х ■ tg z = 2 .

tg У ■ tgz = 18

z = тг - (х + у) ( z = тг - (х + у)
tgx ■tg[n-(x + y)} = 2; < tgrc • tg(a; + y) = -2 ;

9 tg ж = tg у I 9 tg ж = tg у

= -2

'

Z — 7Г - (X + y)
tgx(tgx + tgy)
1 - tgx • tg у

k

9 tga; = tg у

tgar(tga; + 9tgx)
_ Ле2ж /I

1 — 9tg2x
“ A tg X~4 yg X*9

tgx = \
9

tgy=2
tgz = 4

1 ’

tgz = -~

9
tg 2/ —

—

2

tgz = -4

1 9
arctg

- + ттк; arctg - + 7rn; arctg 4 + nt
z z

arctg f j + ^P\ arctg (—^ j + 7rm; arctg(—4) + irl

Ответ: ^ ^arctg ^ + vrfc; arctg ^ + 7rn; arctg 4 + 7r^ ;

arctg +7rP5 arctg ^“7^ +7rra; arctg(-4)+7rZ^
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8. Постройте график

_

2 sin2 (45° + х) • sin 10° — 1 + 4 sin 70° • sin 10°
^

4 sin 10° • tg(45° + x) • cos2 (45° + x)

_

[1 — cos(90° + 2x)\ • sin 10° — 1 + 2 [cos 60° — cos 80°]
^

4 sin 10° • sin(45° + x) • cos(45° + x)
sin 10° + sin 2x • sin 10° — 1 + 1 — 2 sin 10°

2 sin 10° • sin(90° + 2x)
sin 10° • (sin 2x — 1) 1 (sin x1 (sinx — cosx) (sinx — cosx)

2 sin 10° • cos 2x 2 (cos x2 (cosx — sinx)(cosx + sinx)

Таким образом, <

2 sin x + cos x

1 sin x — cos x

X Ф — + 7rfc
I 4

_
2sin2(45°+;e) •sinl0°-l+4sra70°-sinl0°

4 y\
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Решение карточки 7

9 7Г о 37Г о 5тг
1. Вычислите tgz — + tg

— + tgz —

1 7Г

1 — COS
g

1 + cos ^
+ 1 +

COS
57Г

1 + COS
57Г

17Г -j | 7Г
— COS 7Г 1 + COS д6

+1 + 6-
t I 7Г

1 + COS g I
n

— COS
g

(l-cosf)'
COS

2 7Г

1 О тг I 2 7Г ,
. 2 7Г , 1 , о ТТ. 2 тт

l — 2 cos g + cos g + sin g +
I + 2 cos

g +
cos^ g

sin
2 тг

3 + cos2 д 3 -j-

sin
2 тг

2. Докажите:

.

N
a + (3 cos a + cos (3

l) cos — ^ , где a, Pel.

a + /3 cos a + cos (3
cos

a + (3 Л
a + в а —в

<=> 2 cos — 2 cos —-— • cos —-— ^ 0 <=>

a + (3 / a — /3\
2 cos —-— ( I — cos —-— ) ^ 0 — истинно, так как

cos ^ 0 Va, (3 G 0;
7Г cc — (3

cos-—Va,/?.

Примечание. Из определения выпуклости

функции вверх на множестве М (функция называется вы-

t(xi+x2\ ^ f(xi) + f(xi)
пуклои вверх, если / [ ) ^ для

2 )
'

2

Vrri,a;2 G М) следует, что мы доказали выпуклость

у = cos х вверх на

2
,
что графически очевидно.
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J \V

JX1+ X2\ f(X'}

4 2 )—
f(xx) + f(xj^“~~T|\\

2
«V

i !

0 X1 / *2 *

Xl+ X2
2

2) tg ^2 arccos

5
.

12
—=

— arcsin —

л/26 13

119

120’

5 12
Обозначим а = arccos —=, в = arcsin —.

х/26 13

L = tg(2tt-ffl=,t82Vtg^;1 + tg2a • tg /3

tg 2a =
2 tga

1 — tg2 a
’

5 / 7Г

arccos —7= G I 0;
л/26

tg a = tg [ arccos —7=

V л/26

Vv/26>

tg 2a =

5

\/26

2 • -Z
5

1

\/26
5

>/26

sin (arccos^
cos (arccos^)
1

5’

10

1 _ J_ 24
1

25

12

5

12’

tg в = tg ( arcsm 1
—

,
■

v

V 13 / / . 12\
\ / cos I arcsin

jg
1

12

• ( • 12\
sin ( arcsm ^ I

12
13

144
169

12

^3 _

A
”

У
13
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tg(2a - Р) =
Ъ_ _ 12

12 5

1 + A. I?1 ^
12 5

25-144

60 119

120’

L = -

П= -

119

120
119

120

=> L = П.

ои-
а + Р .

а + /3
3. Наидите cos—-—, sin—-—, если <

• о
21

sm а + sin (3 = ——

65

27
cos а + cos 13 =

и

65

ТГ

при 2,57г < а < 37Г, — — < /3 < 0.
Z

.
а + Р а — (3

2 sm —-— • cos
2 2

а + Р а — Р
2 cos —-— • cos ■

Тогда tg

2 2

a + P 7

2
“

9'

21

65
27

’

65

Учитывая, что 2тг < а+Р < Зтг, тг <

. а+Р а+Р
sin —-— < 0 и cos —-— < 0.

а + Р Зтг
—-— < —, получаем

.а + Р
Значит, sm —-—

2 а+Р
’

.
а + Р

sin

-yjl+tg- 2

7

cos

cos -

2 -v^ 705

a + P
_

1

2 "-^/l+tg2^’
a + p 1 9

-130^

1 +
49
81

Vm 130
л/130
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4. Решите уравнения:

1)
cos2x(l + ctgx)

sin х — cos x

= 3COSX.

7Г

D(У) : x ф — + тгк | к G Z и sin ж ф 0; x ф тгп \ n G Z.

7Г 7Г

а) cosx = 0; x = — + 7rn | n G Z, тогда
— +nn G £*(У);

z z

sin x + cos x 1 + ctg x
б) ctgx • —

= 3; ctgx • = 3.
sin x — cos x 1 — ctg x

Обозначим ctgx = t;

t(l + t) = 3(l-t); t2 + At-3 = 0; tit2 = -2±y/7]
x = arcctg (—2 ± y/7) + тгк

тг

x — — + тгп

z

Ответ: | — + 7гп; arcctg ^—2 ± л/7^ + тгк | п G z| .

2) (1 + 2cos2x) • sinx + (1 — 2cos2x) • cosx = 0

при тг <

к

2 3

Так как cosx = 0 не является решением уравнения,

можно разделить обе части уравнения на cos х:

2 cos 2х — 1
„

1 — tg2 х
tgx = —; cos2a; =

1 + 2 cos 2х I+ tglx
2d—t2)

_

,

i+t2
1

1 + 2(1~f);-1 ^ i+t2

Обозначим t = tgx. Тогда t =

2 - 2t2 - 1 - t2 .

, r
t=

1 + t2 + 2_2t2’

t(3 - f2) = 1 - 3i2; t3 - 3t2 - 3t + 1 = 0;

(£ + l)(i2-f + l)-3£(i + l) = 0; (t +1)(£2 -At + 1) = 0;

a) t = —1; ж
7Г

+ 7rfc | A; G Z;

6) £1,2 = 2 ± \/3; tgx = 2 d= \/3;
x = arctg (2 ± V3) + 7гп | n G Z.
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Отметим, что ±>/3 0 { — 1; 2 ± \/3} .

Расшифруем условия:

2 3

тг

7Г

77Г

т

2х — — > тт

тг
2х — — < —7Г

2

х

М =

117Г 7Г

~12~;_4

7Г

-- U —

11я Зя 17я
12

37Г 177Г

Т’12"
А: = —1: (xi)i ^ М

*х

X

а) х\ =
—— + тгк $ М: к = 0: (#1)2 ^ М.

к = 1: (xi)3£М

б) Х2 = arctg (2 — VS) + 7Гп. Вычислим tg

7Г 1 — cos
7Г

6
1 -

л/З
2

й=\ 1 + COS Г\| 1 +
>/5
2

/2 — л/3 1(2-УЗУ
2 + ч/З 4-3

= 2-л/3.

7Г

Проверим принадлежность ^2 = ^ + тгп Е М:

11тг
n = -1: (ж2)1 = —— G М

п = 0: (ж2)2 = ^ £ М .

, / ч
13тг

n = 1: (х2)з = —тг € М

5-7Г 1 — COS 1 + ^1 ^
2

12=^ 1 + cos Щ- \ 1 л/3
1

2

/2 + л/3 1(2 +лДУ
2 — УЗ 4-3

:2+л/3.
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Проверим хз = + nt G М (t G Z):
1Z

< = 0: (®3)2 = ^ £ М ■

t = 1: (жз)з = ^€М
_ Г 117Г 77Г 137Г 177т"!
0твет:

3) sin5 х — cos5 х = — Д—. : х Ф
cos х sm х 2

(sin х — cos x) • |sin ж • cos a; • (sin4 x + sin3 x • cos x-f

+ sin2 x • cos2 ж + sin x • cos3 x + cos4 x) — 1j = 0;

7Г

а) sinx — cosx = 0; x = — + тгк G -D(y).

б) sin x • cos x • ^sin4 x + cos4 x+

+ sin x • cos x • (sin2 x + cos2 x) + sin2 x • cos2 x^ = 1;

sin x • cos x • j^(sin2 x + cos2 x)2 — sin2 x cos2 x+

+ sinx • cosxj = 1.

Обозначим sinx • cosx = t. Тогда

t(l-t2 + t) = l] t3 - t2 - t + 1 = 0;

t2{t - 1) - (t - 1) = 0; {t - 1 )2(t + 1) = 0;

t = 1

t = -1
’

sin x • cos x = 1

sin x • cos x = — 1
’

•

sin2x = 2 ^ J5(sinx)
sin2x = —2 0 2?(sinx)

’

Ответ : j® = ^ +7rfc|fc G z|
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sin Зх • cos (2х — | j
5. Решите неравенство ;—^^ 0 на [0;27г].

a) sin 2х ф 0: х ф —к \ к G Z.

Чередование знаков для у
=

ТТ

б) sin Зх = 0: х = —п | п G Z.
о

Чередование знаков для у
= sin3x:

в) cos ^2х — ^ = 0;

1 ^sinx
2п 5 7Г

/ +\
71/ \/ |0

\ / \ J'coslc

\У+
f 3?
3
т

ДУ
— 5я

3

ТТ 7Г 7Г 7Г
2х — — = — + 7гш; 2ж = — + — + 7тт I rn G Z;

6 2 6 2

27Г тт тт

2х = — + 7ггп; х = - + -гп.

О О Z

Чередование знаков для у
= cos ( 2х ):

ТТ

iSmx
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7Г 7Г 7Г 27Г 57Г 7п 4п 37Г 57Г 117Г

6 з 2 il
f

liYIT
1

1
2/= .

о
sm 2x

+ + + - - - + + + - - -

у = sin Зх + + - - + + - - + + - -

у = cos ^2x — ^ + + - - - + + + - - - +

sin3x • cos ( 2x—^ J
У= •

о
sm 2x

+ + + - + - - - - + - +

sin Зх • cos (2х — ^ j
Итак, ;—^^ 0, если

sin 2х

х G

2тг Ътг \
1 ( ЗтЛ1 5тг 11.7Г

— u —; 7Г и 7Г;
— |u — •

3 .6’ J'
V 2 ) .3

’

6
_

6. Решите систему уравнений
Г ctg х + sin 2у = sin 2х

2 sin у
• sin(x + у) = cos х

’

1

ctg х + sin 2у = sin 2х

cos(y — х — у) — cos(x + 2у) = cosx
’

ctg x + sin 2у = sin 2x

cos(x -|- 2y) = 0
’

ctg ^ — 2y + nk^j + sin2у = sin2 2y + ^ + тгк

x ф тгп

ТГ

x + 2y = ~ + тгк

tg 2у + sin 2у = sin(7r — 4y)
^

7

x + 2y = — + тгк
z

X ^ тгп
\ '

sin 2у

cos 2у

x ■

X ф тгп

+ sin 2у = sin 4y

7Г

2У +
g
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sin 2у

1
cos 2у
X ф ТГП

(l+cos2y—2cos2 2у) =0

ТГ

х = —2у +
— + тгк

sin 2у = 0

cos 2у = 1

cos 2у = — -

у
2

X ф тгп

тг
х — —2у +

— + тгк

7Г

У=2Р
,
7Г

У =
з
+ ^

Ж Ф ТГП

7Г
X = —2т/+ —+7Г/С

7Г

У=2Р
х = ^ + (А; — р)тг

х
К

y = ±-+7Tt

€D(С)

е Л(С)
| ,

27Г 7Г
71 л чI X = ±y+-+ (fc-2i)TT

Ответ: j + (А; - р)тг; ;

Y
+ \ + (к -2<)^; ^ |р, i, fc G z|

7. Постройте график у = | tgx| • sin 2а:.

_

Г tg ж • sin 2а:, tg х ^ 0
^

[ — tg ж • sin 2а:, tg ж < 0
’

_

Г 2sin2a:, tga? ^ О
^ \ —2sin2ж, tgx < 0

’

= {о
— cos2#, tga: ^ О

cos2а: — 1, tgx < О
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Решение карточки 8

1. Упростите:
л/2 cos а — 2 cos ^ + а^

1)
2 sin ^ + а^ — y/2 sin а

\/2cosa —2cos j
• cosa-b2sin - • sina

2sin j
• cosa+2cos j

• sina—\/2sina

Vasina
= = tza-
V 2 cos a

2) ctga • ctg(60° + a) • ctg(60° — a) =

cosa • cos(60° + a) • cos(60° — a)
sina • sin(60° + a) • sin(60° — a)
cos a [cos(a+60°+a— 60°)+cos(a+60° — a+60°)]
sin a [cos(a+60° —a+60°)—cos(a+60°+a— 60°)]

cosa(cosl20° + cos 2a)
cosc* ^cos2a — ^

sin a(cos 120° — cos 2a)

cos a [2(2 cos2 a — 1) — l]

sina ^cos2a +
cosa(4cos2 a — 3)

sin a [2(2 cos2 a — 1) + 1] sin a(4 cos2 a — 1)
4 cos3 a — 3 cos a

_

4 cos3 a — 3 cos a
_

sin a • [4(1 — sin2 a) — l] 3 sin a — 4 sin3 a

cos 3a

sin 3a
= ctg 3a.

_
_ 27Г 47Г 67Г

2. Вычислите cos — + cos b cos — =

7 7 7
27Г • 7Г . 47Г • 7Г . 67Г • 7Г

cos у
• sin

у
+ cos

у
■ sin

у
+ cos

-y
• sm

у

37Г 7Г ,

sm у— sm у + sm
7

sm у
57Г 37Г . 57Г

sin -гг -f- sm 7Г — sm -=r

7Г
sm у

2 sin

2 sin у
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3. Докажите cos 36° > tg36°.

cos 36° > tg 36° cos2 36° > sin 36°

<=> 1 + cos 72° > 2 sin 36°

^ 1 + sin 18° > 2 sin 6° • cos 30° -I- 2 sin 30° • cos 6°

1 + 2 sin 9° • cos 9° > 2 sin6° • cos 30° + cos 6°.

С другой стороны, sin 9° > sin 6°, cos 9° > cos 30° =>

=> 2sin9° • cos9° > 2sin6° • cos30°;

1 > cos 6°, 2sin9° • cos9° > 2 sin6° • cos 30° =>

1 + 2 sin 9° • cos 9° > 2 sin 6° • cos 30° + cos 6° —

верное утверждение.

Значит, предположение о выполнении неравенства

cos36° > tg36° также истинно, что и требовалось доказать.

4. Решите уравнения:

1) tg(x - 15°) • ctg(x + 15°) =

sin(x — 15°) • cos(x + 15°) 1

cos(a; — 15°) • sin(x + 15°) 3’

sin 2x — \ i

Ответ:
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х
.

7Г ( /
,
л/З

— = sin — • cos I arccos \
*

• ( ^-cos— sin I arccos

arccos m G [0;7г], значит sin(arccos га) ^ 0;

\
.

* \ ( ( V3\\
sin — = sin I arccos I x+-^- II = 1— [ x+

Уз'

7Г V3 / (yfr
cos — = —-; cos arccos x H

6 2’ I \ 2
x +

1-lhT \
X +

л/зV y/3'
2

'

2
’

x +
л/3

2’
1 x +

V3

Проверим:
\ ^ ^ л/з 7Г

а) x = 0; arcsin 0 + arccos —- = —;
2 6

7Г 7Г
OH— = истинно.

6 6

( л/з\
б) x = — л/3; arcsin I —— j + arccos

7Г 57Г 7Г 7Г 7Г
— — + — = —;

— = — — ложно.

3 6 6’ 2 6

Ответ: x = 0.

7Г

1
=

4’

x = 0

ж = —л/3
’

7Г

6’

3) 2sin ( ж + —

J
== tg# + ctgx. £*(У) : ^ Ф 2^

л ,
7г\ sin2 ж + cos2 ж

2 sin ж + - 1 = —: ;
4 / sin ж • cos ж

2 sin x • cos ж • sin ( x + — J = 1;
7Г
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7Г

sin 2х • sin ( х + — ) = 1;

sin 2х = 1

sin [ х +
7Г

- 1

sin 2х = —1

sin [ х + ^ J = -1

|2х =

5
+ 27гА:

ТГ 7Г

ж + — = — + 27ГП
4 2

2х = — ^ + 2nt

х +
7Г 7Г

+ 2пр

К

х = — + пк
4

п

X = — + 27ГП
4

7Г

Ж “Ь nt
4

37Г
ж = —— + 27Гр

Ответ : |^ + 27rfc|fcGz|.

7Г

+ 2пк

0

5. Решите неравенство 4 sin х • sin2x • sin За; > sin 4а;.

2sin2x • (cos 2а; — cos 4a;) > sin 4a;;

2 sin 2x • (cos 2x — cos 4a; — cos 2x) > 0;

2 sin 2x • (— cos Ax) > 0; sin 2x • cos 4x < 0;
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6. Решите систему уравнений

sin х — sin у
= -

у
2

cos х + cos у

sin2 х = sin2 у + sin у +
-

3 ®+©
cos2 х = - — y/3 cos у + cos2 у

1 = 1 + 1 + sin у
— л/3 cos у; sin у

— y/3 cos у =
— 1;

1
. л/3 1

Г»ПС п I •

2’
-smy- — cosy

7Г \ 1
cos |

- + у =

2’

7Г
,
ТГ

„ ,
7Г

,
7Г

л ,

g
+ У = ±

з
+ 2тгfc; у =

-- ± - + 2тгА:;

1
sm у

= sm х*
2

sin2 у = sin2 х — sinx +

\/3 ’19 3/- о

cosz у =
- —

v 3 cos х + cos x;cos у —
— cos xy
2

1 = 1 + 1— (sin x + y/3 cos x) ;

7t\ 1

6)
=

2
’

COS X

7Г
,
7Г

_ 7Г
,

7Г

x — — = ±— + 27rn; x = — ± —h 27ГП.
6 3 6 3

Значит, <

71"
,

7Г

x = — ± —h 27m
б з

7Г . 7Г
„ ,

у = -~±- + 2irk

Проведем проверку при к = 0, п = 0.

а)
7Г 7Г 7Г 7Г\ /7Г7Г

6
+
З’_6

+
3 /

=

V 2’ б

.
7Г

.
7Г 1

sin — — sm — = -

2 6 2

7Г 7Г л/3
cos- + c°s-=,—

1
_

i

2y/3*V3~ истинно.

2

_

2
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. / 7Г 7Г 7Г 7Г\_/7Г ^

'

V6
+
З’_6

_

ЗУ
=

\2’~2
7Г

.
/ 7Г\ 1

sm — — sm —— = -

2 \ 2) 2

JT / 7г\ V3cos_+cos/__l = _

v « 7Г 7Г 7Г 7Г\ / 7Г7Г

в) '

6

“

3;_6 +
ЗУ

=

V б’б

■Ч-*)
7Г 1

sm I —— 1 — sin — = —

IT / 7Г\ V3
С03б+С081“б) =

Т

ч f 7Г 7Г 7Г 7Г \ / 7Г ^

* б
~~

3;_6
~~

3/
=

V '6’_2

si" ("I) =

5

,
тг \ / ,т\ Vй!

истин"°'

со8|-6/)+соЧ-2)
=

т

Ответ: | ^ + 2ттк\ — + 27гп^ ;

^ + 27г/с; — — + 27гп^ |fc,nGzj>.

-(■С)
f)

7. Постройте график у = y/l — sin2x + sinx + cosx.

1 — sin2x = (sinx — cosx)2;
у = | sin x — cos x| + sin x + cos x;

,
. ( 57Г

л ,
*тг _

ч I sm x ^ cos x J — + 2nк ^ x ^ — + 27ГЯ
aM о

• \ 4 4
I у = 2 sm x I 0 .

^ *

[i/ = 2sinx

{ЗТГ
7Г

— + 27ГП < X < — + 27ГП
4 4

?/ = 2 cos x

б) {r=
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sinx ^ cosx на

sin х < cos х на

ТГ
л ,

57Г
л ,

— + 27тк; — + 27тк
4 4

ЗтГ 7Г
—— + 27гп; — + 2ттп
4 4 )

у
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Решение карточки 9

1. Упростите
cos3 а — cos За sin3 а + sin За

cosa
+

sma

cos За = 4 cos3 а — 3 cos a; sin За = 3 sin а — 4 sin3 а.

_ cos3 а — cos За sin3 а + sin За
Поэтому Ь

cosa sina

cos3 а — 4 cos3 а + 3 cos a sin3 а + 3 sin а — 4 sin3 а

cosa sma

3 cos a — 3 cos3 a 3 sm a — 3 sin3 a
— 1 :

=

cos a sm a

= 3 — 3 cos2 a + 3 — 3 sin2 a = 6 — 3(cos2 a + sin2 a) = 6 — 3 = 3.

2. Докажите тождества:

3 + 4 cos 2a + cos 4a

i)
3 — 4 cos 2a + cos 4a

3 + 4 cos 2a + cos 4a

= ctg a.

L =
3 — 4 cos 2a + cos 4a

3 + 4(2 cos2 a — 1) + 2 cos2 2a — 1
_

3 - 4(2cos2 a - 1) + 2cos2 2a - 1
=

8 cos2 a — 1 + 2(2 cos2 a — l)2 — 1
_

—8 cos2 a + 6 + 2(2 cos2 a — l)2
8 cos2 a — 1 + 8 cos4 a — 8 cos2 a + 2 — 1

—8 cos2 a + 6 + 8 cos4 a — 8 cos2 a + 2

8 cos4 a

8(1 — cos2 a) + 8 cos2 a(cos2 a — 1)
8 cos4 a

8 sin2 a — 8 cos2 a • sin2 a

8 cos4 a 8 cos4 a

8 sin2 a(l — cos2 a) 8 sin4 a
= ctg a;

L = ctg4 a
П = ctg4 a

=>Ь = П.
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2) tg2 36° • tg2 72° = 5.

тг
„со

27Г ( ЗтЛ Зтг
. cos — = cos оо ; cos — = cos 7г —I = — cos —;

5 5 \ 5 / 5

2тг 37Г о 7Г О 7Г
_

7Г

cos — + cos — = 0; 2 cosz — — 1 + 4 cos — — 3 cos — = 0;
5 5 5 5 5

4 cos3 zr + 2 cos2 ^ — 3 cos ^- — 1 = 0.

'< + 1
7Г

Обозначим cos — = t: 4t3 + 2/'2 - 31: — 1

~443 + 442

_-2t2- 3t -1
~

-2t2- 21
1

- 4-1

442 -24-1

(4 + 1)(442 - 24 - 1) = 0;
7Г о 7Г

_
7Г

cos ^ —1 => 4 cos — — 2 cos — — 1 = 0;
5 5 5

7г\ 1 ± л/5 7Г 7Г л/5+1
cos — = ; cos — > 0 => cos — = —;

5
/1,2

4 5 5 4

2тг „/V5 + lV ,
5 + 1 + 2л/5 , л/5 — 1

cosY
=

2(_T_J -1 =

8
1 =

7г / \/5 + 1 \ 5 + 2у/Ъ -Ь 1 3 + л/5

^ 4 )
=

16
=

8
’

3 + л/5 5 — л/5

cos2 — =

• 9
ТГ

^ 9 ТГ

Sm 5=1_C0S 5=1“ 8 8
'

2
7Г S^n 'б 5 — \/5

tg
5
“

cos2 I
~

3 + л/5’
5

92тг / л/5 -Л2 5 + 1-2л/5 3-^5
COS
Т

“

у 4 J
~

16
“

8
’

. о 27г о 27г 3 — л/5 5 + л/5
У

=

~5~
=

8
=

8
’
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2 27г 5 + \/5
tg

5 3-ч/5’

9 тг о 2тг (5 - л/5) (5 + V5) 25 -5 20
„

tg 5‘tg (3-л/5)(3 + ч/5)
’

что и требовалось доказать.

3. Решите уравнения:

. 1 + 2 cos 2х 9

1) — = tg х — 3, если 0 ^ х ^ 27г.
2 cos х

D(Y) : cosx ф 0;

1 + 2(2 cos2 х — 1)
2 cos x cos2 x

3;

= l + tg2x; cosrr • (4cos2x — 1) = 2(1 — 4cos2x);
cos2 X

(4cos2z—l)(cos:r+2) = 0; (2+2cos2x—l)(cos#+2) = 0;

cosx = —2 ^ E(cosx)
1 2тг

cos 2x — — 2x = ±— + 2'кк
А о

7Г

Ответ: a; = ±— + пк \ к G Z.
о

2) tg(120° + 3x) - tg(140° -x) = 2sin(80° + 2x).

tg3(x + 40°) - tg(180° - (40° + x)) = 2sin2(ж + 40°);

tg 3(x + 40°) + tg(40° + x) = 2 sin 2(x + 40°).

Обозначим x + 40° = z. Тогда tg 3z + tg z = 2 sin 2z\

sin 4z

cos 3z • cos z

2 sin 2z • cos 2z

cos 3z • cos z

— 2 sin 2z = 0;

2sin2z = 0;

2„Sin2z (cos 2z — cos Зг - cos г) = 0; 1““^“ i
COS33 ■ COS 2 1 COS 32 ф 0
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sin 22:(cos 2z — cos 4z) = 0; 2 sin 2z • sin 3z • sin z = 0;
sinx

z = nk

2z = nt ;

3z = 7ГП

/
к

2
+7Tp

. 7Г 7Г

2i£6 + 3ra

Ответ + 7ГП I fc, n G

A В С 1
4. Докажите sin — • sin — • sin — ^ если Л + В + С = 180°.

2 2 2 8

.Л .в .с
sin — • sin — • sin — =

2 2 2

1
.
А

= - sm —

2 2

в-с в+с
cos — cos —-—

В + С
cos —-— = cos

2

7Г — A

1
.
A ( A

^ - sm— 1 — sm —

2 2 \ 2

1

cos

2

B-C

2

B-C

2 =c“U-l)=8inI>0;
^ 1. Прибавим к обеим частям ( — sin —

А А
cos — sin — ^ 1 — sin —.

2 2 2

х~\

Обозначим sin — = х. Тогда

f{x) = i®(l -х) = ~ (х2 -х) = ~

= -К*-5)’ +
Г

f(x) ^ - = /(ж) — наибольшее при ж =
-, значит

8 8 2

.
А

.
В

.
С 1

sm — • sin — • sin — -, что и требовалось доказать.
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5. Решите неравенства:

1) sin Ах + cos Ах • ctg 2х > 1.

sin Ах • sin 2х + cos Ах • cos 2х

sin 2х

ч
cos 2х

л

>1; ——— > 1; ctg2a; > 1;
sm 2х

J ^sinx
71

0
/

4

cos X

7Г

+7гп>2х>7гп;

Ответ: {(r;?+in)|n€z}'

7Г 7Г

2П18 + 5“)-

arccos(#2 — Зж + 2)
8ж2 — 10ж + 3

>

arccos(x2 — Зх + 2) Е [0; 7г];
г

8ж2 — 10ж + 3 > 0

х2 — Зх + 2 > — 1 ;

х2 — Зх + 2 ^ 1
г

8х2 — 10ж + 3 > 0

ж2 - Зх + 3 ^ 0 ;

х2 — Зх + 1 ^ 0

►
X

з—л/5" з+JE X

Ответ:
З-у/5 Л (3 3 + V5

2
’

2 ) U I 4’ 2
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* тз „
Г sin X = COS X

6. Решите систему уравнении < 9

[ cosz х = sin х

J sin2 x + cos2 x = cos(x — у)
\ cos2 x = sin a; • sin у

’

J cos(x — y) = 1

\ cos2 x = sin x • sin у
’

( x — у = 2ттк

1 cos2 (у 4- 27г/с) = sin(y 4- 2пк) • sin у

cosy

sin у

Г ж = у 4- 27Г& Г

\ cos2 у — sin2 у
— 0

’

\
x = у 4- 2ттк

cos 2y = 0
’

x = у 2iтк

7Г 7Г

У = т + on

Ответ
f / 7Г 7Г

:{U+2

7Г 7Г
л ,

ж = — 4- —п + 2ттк
4 2

7Г 7Г

У=4 + 2П

(п + 4fe); ^ ) I /с, п е Z

7Г

7. Постройте график у = 2| sinx| • cosx + | tgx| • ctgx.

\ / si
а) its

б)

sinx > 0

tgx > 0
у = sin 2х + 1; ( 2пк] — 4- 2пк ) ;

jsisinx > 0

tgx < 0

7Г

В)

Г)

sinx < 0

tgx > 0

Г sin х < 0

\ tgx < 0

у
= sin 2х — 1; ( — 4- 2iга; 7г + 2im ) ;

у —
— sin 2х 4“ 1; ( 7Г 4- 27г£; ^ + 27г£ ) ;

у —
— sin 2х — 1; ( 4- 27гр; 27т 4- 27ф ) .

(k,n,t,p G Z)
Учтем, что х ^ —/с.
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Решение карточки 10

1. Упростите:

sin(35° + а) • sin(25° — a) cos(10° + 2а)

cos(35° + а) • cos(25° - a) Cos(10° + 2а) + \
\ [cos(35° + а - 25° + а) - cos(35° + а + 25° - а)]

\ [cos(35° + а + 25° - а) + cos(35° + а - 25° + а)]

cos(10° + 2а)-\
cos(10° -|- 2а) -Ь 2

cos(10° + 2а) — ^ cos(10° + 2а) — ^
cos(10° + 2а) + \ cos(10° 4- 2а) + \

2) tga • tg(a + 60°) • tg(a — 60°) =

_
sin(a: + 60°) • sin(a — 60°)

_

ga
cos(o; + 60°) • cos(a — 60°)

cos(a + 60° — a + 60°) — cos(a + 60° + a — 60°)
cos(a + 60° + a — 60°) + cos(a + 60° — a + 60°)
cos 120° — cos 2a 2 cos 2a + 1

= tg a = — tg a ■
=

cos 120° + cos 2a 2 cos 2a — 1

2(2 cos2 a — 1) + 1
tgQ!'

2(2cos2a-l)-l
4cos2 a • sina—sina 4(1—sin2 a) • sina—sina

4 cos3 a — 3 cos a

3 sin a — 4 sin3 a

4 cos3 a — 3 cos a

4 cos3 a — 3 cos a
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2. Докажите:
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о
. 4-7Г 47Г

2 sm
-у-

• cos
-у

8»
7Г

Sin у

sm
87Г

8*
7Г

Sin у

sin

*sm ■

П: 7_
64

оЬ = П.

7Г

2) tg па > п tga, если 0 < a < — -г при Vn е N, пф\.
4(п — 1)

Доказательство проведем методом математической

индукции.

а) Пусть п = 2.

7Г

Докажем, что tg2a > 2tga; 0 < a < —;

no
2 tga

tg2a - 2tga = —2 2tga =
1 — tgz a

=
2tga(l - 1 + tg2a)

=
2tg3a

Q
1 — tg2 a 1 — tg2 a

71" 7Г

так как при 0 < a < — tg 0 < tg a < tg —,

а значит, 0 < tga < 1, поэтому tg2a > 2tga, и

при n = 2 неравенство выполнено.

б) Пусть неравенство выполнено при п = /с,
7 , ^

^

т.е. tg/са > /ctga, если 0 < а <
—

-.

4{к — 1)

Докажем, что неравенство выполняется

при п = к + 1, т. е. tg(к + 1)а > (к + 1) tg а,
7Г

если 0 < а < —.

4к

тт /7 -14 tgfca + tga
Доказательство: tgf/с + 1)а = >

1 — tg ка • tg а

^
fctga + tga (к + 1) tga

> : = > (к + 1) tga.
1 — tg ка • tg а 1 — tg ка • tg а
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Так как по индуктивному предположению
7Г

tg ка > к tga при 0 < а <

4(к — 1)
’

7Г

то 0 < tg ка < tg
— = 1

0 < tg ка
• tga < 1.

О < tg ка < 1

О < tg а < 1

Значит, 1 > 1 — tg ка • tg а > О,
т. е. tg(к + 1)а > (к + 1) tg а.

Индуктивный переход доказан.

s

3) у/cosx + vsinx > 1, если 0 < х < —.

sin х = 1

cos х = О

sin х — 0
’

cos х — 1

+ 2'кк

7Г

2

х = 2iгп;

+ 2ттк; 1 > 1 — ложно

1 > 1 — ложно

y/sinx > 1 — y/cosx > 0;
х ф 2im

cos х + sin x = y/2 cos ^x — ^ ;

cos x — sin x = y/2 cos ( x +

sinx > 1 —21/cosx+cosx; 2^/cosx > 1+cosx —sinx > 0;

Так как x G ( 0;
7Г

(ci 6 -I- c)2 — <2
2

-j- b2 -j- с2 ~Ь 2ab H~ 26c -f- 2ftc, to

4 cos ж > 1 + cos2 x + sin2 ж + 2 cos ж — 2 sin x — 2 sin ж • cos x;

2 — 2(cos x -f- sin x) — 2 sin x • cos x < 0;

3 — 2(cosx + sina;) — (cosx + sinx)2 < 0.

Обозначим t = cosx + sinx; t2 + 2t — 3 > 0;

(t + 3)(t — 1) > 0; 77777777;+
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[—л/2; л/2] ^ (—оо; —3) sinx + cosx < —3 х G 0;

sin х + cos x = л/2 со

4 2
’

COS X

ТГ „ , 7Г

— + 2тгк > х —- >
4 4

7Г 7Г
— + 27гк] — + 27гк > х > 2пк,
гг Z

т. е. для Vx G ^0; утверждение л/sinx + y/cosx > 1

верно.

Примечание. Есть более простое доказательство,

которое требует догадки.

cosx(l — cos3 х) > 0 для Vx G ( 0; — j ,

т.е. cosx > cos4x, тогда y/cosx > cos2x.

Аналогично sinx(l — sin3x) > 0; л/sinx > sin2x.

Почленно сложив полученные неравенства, получаем:

Vsinx + yjcosx > sin2x + cos2x = 1, что верно для

7Г

Vx G |^0; -J ,
что и требовалось доказать.

3. Решите уравнения:

4х о
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2х
1cos — = 1

3

9 2х 3
cos — = -

2х
— = 2ттк
3
4х

,
7Г

л

Т з+

2ж
cos — — 1

3
1 I
1 + COS -

2ж

c°sy
= 1

4я 1
cos — = -

3 2

х = Зпк

,
7Г 37Г .

*=
i
+ T“

Г {:
_ .

f

7Г 37Г .

Ответ: ^ 37rfc; ±— + —п | fc, га G
т: ^

.
2

. Гл .
1

2) arcsm —-= — arcsm y/l — х = arcsm

Зу/х 3

Найдем D(У).
2 ,

>0, у 1 — x ^ 0, значит

3^
2 / 7Г

arcsm f= G 0;
3y/x

С другой стороны, ^ За/х

4

; Итак, х G

, arcsin y/l — x G

2
^ 1

9

sin arcsm

3x/^
— arcsmin y/l — x = sin ^arcsin ^ у

,

sm(a — p) =

sin(a — /?) = sin a • cos (3 — sin /3 • cos a;

2
sma

Зл/Ё
; sin/3 = л/Г-х;
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cosa ' 1 — —; cos /3 = y/l — 1 + х = у/х.
9x

Получим: sin(a-P) = -^=-y/x-y/l-x-^l - -^ = ^;

^ = y/l-x ■ ^9Xgx 4; Vх = VI-x ' V9x - 4;

x = 9x — 9x2 + Ax — 4; 9ж2 — I2x + 4 = 0;

(3x — 2)2 = 0; x = - e
О

2
Ответ: x =

4. Решите неравенство tgx + tg2x — tg3x > 0.

sin 3x sin 3xsin x sin 2x sin 3x
1

q
> 0;

cos x cos 2x cos 3x cos x • cos 2x cos 3x
>0;

sin 3x
cos 3x — cos x • cos 2x

cos x • cos 2x • cos 3x
>0;

tg3x
COS 3x — (cos 3x + cos x)

cos x • cos 2x
>0;

cos 3x — cos x —2 sin 2x • sin x
tg3x • — > 0; tg3x •

0

> 0;
2 cos x • cos 2x

tgx
• tg2x • tg3x < 0;

2 cos x • cos 2x

tgx = 0 x = 7тк

tg2x = 0 x = ^ „

2 |fc,i,pGZ;
7Г

tg 3x = 0 x = —n

о

ny
= tg2x у

= tg 3x



Решение карточки 10 699

7Г 7Г 7Г 7Г 27Г 37Г 57Г 77Г 57Г 47Г 37Г 57Г 7п 117Г

6 4 з 2 III
1
IIITi Т~б~

п

tg 3x + - - + - + + - + + - + + -

tg 2x + + - - + + - - + + - - + + - -

tgx + + + + - - + + + + - - - -

/0*0 + - jj + - + - 1j + - + - Ij + - + - 11 + -

^ Г /7Г 7Г,7Г 7Г _ \ / 7Г 7Г 7Г JT \ . . -I
OTBer: + + + + |fc,»eZ|.

{5. Решите систему
cos2 у + 3 sin х • sin у = 0

21 cos 2х — cos 2у = 10

Пусть sin у = 0. Тогда cos2 у — 0; sin2 ?/ = 1

Следовательно, siny/O. Тогда

ложь.

sinx =
cos2 у

3sinу 5 21 (1—2*
. 2

2„Л__0.._1П V 9 sin у,

21

21(1—2sin х)— cos2у = 10

/

1

cos4 у
=cos2y+10;

2 ^l+cos 2у^2
9-

1—cos 2у
= cos 2у + 10.

/
. l+2i+i2\

Обозначая t = cos2y, получим 21 I 1— — ) =4 + 10;
9(1-*)

21(9 - 9t - 1 - 2t - t2) = 9(1 - t)(t + 10);

21(8 - lit - t2) = 9(10 -91- t2);
At2 + 501 - 26 = 0; 212 + 251 - 13 = 0;

-25 ± V625 + 104 -25 ±27 -13££(cosa?)

4 =—i-= i
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х — х х \х\
6. Постройте график у = sin —-— • cos — Ь tgx

• | ctgx|.
z z

a) x > 0, тогда у = 0 + tg -| ctgx| =

1, ctgx >0; ^-+7гк>х>7гк\кеХик^0
&

7Г
’

-1, ctgx <0; 7г + 7гп>х> - +7гп|пЕ2ип^0
Z

6) x < 0, тогда у = sinx + tgx
• | ctgx|

7Г

sinx+ 1, ctgx>0; — +ттк>х>7гк \ к G Z и k<0

7Г

sinx— 1, ctgx<0; 7Г+7Гn>x> —+7rn | n G Z и n<0
z

(x>0) i/=tgx-|ctgx|
Q^—O——<>—P —-<>

2я! I Зя!

"

у=sin-——— • cos^±M+tgx • |ctg*|
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Самостоятельные

работы
Самостоятельная работа 1

Решите простейшие уравнения и неравенства:

Вариант А Вариант Б

1 sin ( 4а; — х 1 = —1

V 2У
1 cos ( 4ж — х 1 = —1

V 2у

2 cos ( 2ж + ^ j =0 2 sin ( 2ж + -^ J
= 0

3
.

/ 2тг\
,

sm ( 2х + — 1 =1 3
/ 2тг\

cos I 2ж + — J =1

4
/ Зтг\

cos 1 Зат Н—1 = — 1 4
• (п 37Л

sin ( Зж + — 1 = —1

5 sin (зж — = 0 5
/о 57г\

cos 1 Зж —— 1 =0

6
(п Зтг\

,

cos 1 2х —— J =1 6
• (п 37Г\ ,

sm 1 2ж ——1=1

7 sin |'2х + > 0 7 cos ^2ж + ^ 0

8 cos (Зх + ^ < 0 8 sin ( Зж + ^ j <0
9 sin (зж — у) < 0 9 Л 271Л „

cos ( Зж —— j <0

10 cos ^2ж + ^ 0 10 sin ^2ж + ^ 0
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Самостоятельная работа 2

Решите уравнение:

Вариант А

1 2 cos \ 2х + ^) = у/3

2 2 sin ^ Зх — ^ = л/2

3 л/3 tg ^2х - = 3

4
/ тг \

cos 1 Зж — — ) = — 1

5 2 sin ^4х + ^ ^ = — 1

б 2 cos2 ж — cos х — 1 = 0

7 tg2 х — 3 tg х
— 4 = 0

8 8 cos2 2ж — (б — 4\/3) cos 2х — Зл/З = 0

9
• А А 1

sin х — cos х = — —

2

10 sin3 х + cos3 ж = sin2 x — cos2 x

Вариант Б

1 2cos (зж + ^) = y/2

2 2sin (2ж-|) = л/З

3 \/3ctg (зж + ^) = -1

4 Sin(2x-;)=i
5 2 cos ^4x — —^ = —1

6 2 sin2 2x + sin 2x — 1 = 0

7 ctg2 3x + 4 ctg 3x + 3 = 0

8 8 sin2 2x — (6 + 4л/3) sin 2x + 3\/3 = 0

9 sin4 x + cos4 x = sin2 x
10 sin3 x — cos3 x = 2 (sin x — cosx)
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Самостоятельная работа 3

Решите уравнение:

Вариант А

1 3cos ^ 2х + + \/3sin ^ 2х + ^ = 0

2 sin ^ + Зх^ = \/3cos(l,5 — Зх)

3 3 sin2 ^ + х^ + 2 sin(x + 7г) + 2 cos2 ^х — ^ = 0

4 4 sin2 2х — 2 (у/З + l) sin 2х + л/3 = 0

5 3sin2(7r — 2х) + cos2(2x + 7г) = 3

6 6 cos2 Зх + sin Зх • cos Зх — sin2 Зх = 2

7
cos Зх

q
1 — sin Зх

8

sin2 + xj cos(27t + х) — cos (ж + tQ
sin(x + 7г) + sin - х^ tg2 + х^ - 1

9
Л

1 — (sin2x-f-cos2x)2
2tg 2хН -?

v 1—
^=0

tg ( \ - 2х \ - sin (2х + • cos 12x - \ J

10
2 sin2 x — л/3 sin x

2 cos2 x — cos x — 1
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Решите уравнение:

Вариант Б

1 3sin ^2х — ^ + \/3cos ^ 2х — = 0

2 cos ^ + 2х^ = sin(l,57r — 2х)

3 3 cos2 — х^ + cos(x — 7г) + sin2 ^х + ^ = 0

4 4 cos2 Зх + 2 (л/З + l) cos Зх + \/3 = 0

5 3cos2(7г + 2х) + sin2(2x — тг) = 3

6 6 sin2 Зх + cos Зх • sin Зх — cos2 Зх = 2

7
sin Зх

1 — cos Зх

8

cos2 + xj sin(27r — х) — sin ^х — tQ
cos(x — 7г) + cos ^ + xj cos2 — x^ — 1

9
~ 1 —(cos2x+sin2x)2

2 ctg2 2x+ ^ r-!—
^
= 0

ctg ( “2xJ — cos ( 2x—^ J
• sin (2x+^ )

10
2 cos2 x — д/3 cos x

5
= 0

2 sin x — sm x — 1
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Самостоятельная работа 4

Вариант А

Докажите тождество:

1
1

1
1

- 1
1 — tg2 а 1 — ctg2 а

2
cos а • tg2 а 1

1 +
1 + cos a cos а

3
1 - tg2 а + tg4 а в

-

о-
— 1 + tg а

cos а

4
1 — sin4 а — cos4 а

Л 9

4
= tg а

cos4 а

5
sin2 а — tg2 a

2
= tg а

cosz а — ctg^ а

Вычислите:

6 sina, если tga = 2 при 7г < a < 1,57т

7
7

tga, если cosa = — при 1,57г < a < 2п
25

8
tg2 a — 3 tg a + 1

.
3 7г

-—о , если sin a = -

при
— < a < 7г

2 tg2 a + 3 tg a + 2 5
H

2

9
2 + 3 sin a • cos a

—^ , если tga = 4
sin a + sin a • cos a

10
sin3 a + cos3 a

.
2

—т —, если sm a + cos a = -

sin a + cos4 a 3
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Вариант Б

Докажите тождество:

1
tg а 1 — ctg2 а

1 — tg2 а ctg а

2
sin а • ctg2 а .

1

л .
. 1 1 —

.

-

1 + sin а sin а

3
1 - ctg2 а + ctg4 а 6

.о
= 1 + ctg” а

sin а

4
1 — sin4 а — cos4 а

„ 9
= 2 ctg а

sin а

5 3 (sin4 а + cos4 а) —2 (sin6 а + cos6 а) = 1

Вычислите:

6 cosa, если ctga = при 7Г < а < 1,57г
Zi

7
8 7Г

ctg а, если sm а = — при
— < а < 7Г

JL1 А

8
ctg2 а + 2 ctg а + 1 4
5если cosa = —-

при 7г < а < 1,57Г
2 ctg2 а — 3 ctg а + 2 5

9
cos2 а + 2

—

к—, если tga = 3
3 sm а • cos а + cosz а

10
cos4 а + sin4 а

.
1

—^ —, если sma — cosa = -

sin а — cos а 5
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Самостоятельная работа 5

Вариант А

Упростите:

1 sin2 а • cos2 а + cos4 а

2 cos2 а • tg2 а + cos2 а

2 sin2 х — 1
О

sin а + cos а

А
sin4 а + cos2 а • sin2 а

Ч:

sin2 а • cos2 а + (1 + cos2 a) (cos2 а — 1)

С (sina — cosa)2 — 1
0

(sin a + cos a) (sin a — cos a) — 1

6
cos3 a + sin3 a

(л \
• ct&a

(1 — sin a • cos a) sin a

Докажите тождество:

7 sin4 a + cos2 a + sin2 • cos2 a = 1

8
sin a -f tg a

i , —tga
1 + cos a

9
sin4 a + sin2 a • cos2 a 1

cos2 a cos2 a

10 2 (sin6 a + cos6 a) — 3 (sin4 a + cos4 a) = — 1



708 Самостоятельные работы

Вариант Б

Упростите:

1 sin2 а • cos2 а + sin4 а

2 sin2 а + sin2 а • ctg2 а

3
1 — 2 cos2 а

sin а — cos а

4
cos4 а + sin2 а • cos2 а

(l + sin2 a) (l — sin2 а) — sin2 а • cos2 а

5
(cos а + sin а) (cos а — sin а) — 1

(sina + cosa)2 — 1

6
cos3 а — sin3 а

(Л . • Л

(1 + sm а • cos a) cos а

Докажите тождество:

7 cos4 а + sin2 а • cos2 а + sin2 а = 1

8
cos а + ctg а

.

= ctga
1 + sm а

9
cos4 а + sin2 а • cos2 а 1

^
sin2 a sin2 а

10
�

п о \ ( 2tga\
cos а (1 — 2 cos a) tg а «— = sin а

V 1 - tg2a/
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Самостоятельная работа 6

Вариант А

Вычислите:

1
3 37Г

sina, если cosa = -

при
— < a < 27т

5 2

2 cosa и tga, если sma = —

при 7г < a < 1,57г

3
[2 7Г

sma и cosa, если tga = *
-

при 0 < a < —

4
4

sina и cosa, если ctga = -

при тг < а < 1,57г
о

5
sin2 a + sin a • cos a

ЛЛПТ1 4- rr /4) О

0 9 0
• 5 GCJIH bg Of L

2 cos'2 a — 2 sm a • cos a

6
2 tg2 a — 3 tg a

— 1
.

5 7r

о , если sm a =
—

при
— < a < 7г

3 tg2 a + 2 tg a
— 1 13

H
2

Зная, что sina; + cosa = 0,5, вычислите:

7 sin a • cos a

8 sin3 a + cos3 a

9 sin4 a + cos4 a

10 sin6 a + cos6 a
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Вариант Б

Вычислите:

1
3 Зтг

cos а, если sin а = -

при
— < а < 2тг

О Z

2
л/15 7Г

sma и tga, если cosa = —

при
— < a < 7г

3
л/5 л

ТГ

sma и cosa, если ctga = при 0 < a < —

Z Z

4
3

sina и cosa, если tga =
-

при тг < а < 1,57г

5
2 cos2 a — sin a • cos a

r\p TTTT pf (T Л' — 4

о • 2 i n
• 5

GCJIIl Ctg Ot О

3 sin a + 2 sm a • cos a

6
2 ctg2 a + 3 ctg a + 1 8 тг

5 , если cos a = — —-

при
— < a < тг

3 ctg2 a: — 2 ctg a
— 2 17 2

Зная, что sina — cosa = -, вычислите:

7 2 sin a ■ cos a

8 sin3 a — cos3 a

9 sin4 a. + cos4 a

10 sin6 a + cos6 a
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Самостоятельная работа 7

Упростите:

Вариант А

1 tg • tg(7T + а) • tg (у + а) • tg(27T + а)

2
sin(7r + а) • sin + aj • sin(27r + си)

cos • cos(7r + а) • cos

3 sin • sin ^ — a'j + cos • sin(27r + а)

4 sin(7r — 2а) • sin ^ + 2а^ + sin(2a — 2тг) • sin — 2a^j
5

sin2(27r + а) — sin ^ + a'j • cos + a^j
sin2 (7г + a) — cos2 (7г — а)

6

sin + а) • cos(7r — a) • sin(27r + a)

cos — a) • sin(7r + a) • cos(27r — a)

7 ctg (l_ a) 'ctg^ ~ a^'ctg (t _ a) ctg^a _ 2vr^

8 sin2 — a) + sin2(a — 7r)

9 (sin (7^+°) +sin(7r+Q;)) +2sin(7r—a) • sin

10
sin2(37r — a) + sin(7r — a) • cos(7r + a)

sin 4- sin(37r + a)
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Упростите:

Вариант Б

1 ctg (f + а) ' Ctg^7r + ’ctg (т + а) ’ ctg^27r _ а)

2
cos(7r — а) • cos — aj • cos(27г + а)

sin — а^ • sin(7r 4- а) • sin (Щ- — а^
3 cos ^ 4- а^ • cos ^ — a'j 4- sin + а^ • cos(27r — а)

4 cos(7r — 2а) • cos ^ + 2а^ + cos(27r — 2а) • cos — 2а^
5

cos2(27r + а) — cos + aj • sin + aj
cos2(7r + а) — sin2 (7г — а)

6

cos ^а — ^j • sin(7r — а) • cos(27r + а)

sin — а) • cos(7r 4- а) • sin(27r — а)

7 tg (f ” а) *tg^ “ ‘tg (у ” а) ‘ tg(a ~ 3?г)

8 cos2 — а^ 4- cos2(7r 4- а)

9 ^cos + cos(a—7r)J +2cos(7t—а) • cos +а^
10

cos2(37r — а) 4- cos(7r — а) • sin(7r 4- а)

cos ^ 4- а^ 4- cos(37r 4- а)
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Самостоятельная работа 8

Упростите:

Вариант А

1

2а , .2а , 2а
COS

-5-
+ sin

-5-
• ctg 15

2а . 2а . 2а
sm

-g- + cos
Т

• tg н

2
/ 3а За \

2

(tgytg^-n) -1

3
/

.
2тЛ / 7Г

.
7Г \2

I 1 + sin
у

1 : 1 cos - + sm - 1

4
2 tga .

s—
• cos 2a — sm 2a

1 — tg"1 a

5
2 sin 1 — sin 2

, о 1
• 4 ctg2

2 sin 1 + sin 2 2

6
5 tg 3 3 + tg2 1

4tg 1 1 — 3 tg2 1

7
.

7Г
.

137Г

5,nIo+s,nlo‘

8 sin 40° + 2 sin 20° — \/3 cos 40°

9
ctg4 ^ ^sin2 a — 4 sin2

sin2 a — 4 + 4 sin2 ^

10

27Г 47Г 27Г 37Г

15 ”5
COS

15
Sln

10

67Г . 117Г 87Г 37Г
sin

-y
• sm ~2g— cos ~y

• sm
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Упростите:

Вариант Б

1

4а ,
� 4а , 7а

COS
-3-
+ Sin

-3-
• tg Jg

2a 2a . 7a
Sin -

5-
- COS

-5-
• Ctg Jg

2
( 5a 5a\2

12
“ctg "e"J _1

3

2 /7Г a\
COSz ( j

—

2 1 — sin a

л • 2 (ъ &\4 sin r
-

2V4

4 4 cos4 a — sin2 2a — cos 4a — 2 cos 2a

5
2 2 4 cos 2

sin 1 sin 3 sin 3

6
1 — sin6 4 — cos6 4

1 — sin4 4 — cos4 4

7
1 л/3

sin ^ cos £

8 cos2 85° + sin 115° • sin 55°

9

sin a ^1 + tg a
• tg jj

tga

10

7Г • 47Г 177Г 87Г
sm

у
• sm — cos • cos -y

57Г 7Г , 7n • 257Г
COS

24
* COS

24
+ COS

24
’ Sin
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Самостоятельная работа 9

Упростите:

Вариант А

1
1 + sin 6а — cos 6а

1 + sin 6а + cos 6а

2

л • а за л • 3 а а
4 sin

^
• cos° 4—4 sin

j
• COS

4

sina

3
4 sin4 (y/2a) + sin2 (2y/2a)

1 — cos2 (y/2a)

4
1 — 2 sin 3 — cos 6

1 + 2 sin 3 — cos 6

5 cos 47° • cos 73° + cos2 77° — 2

6
ctg 75° - tg 75°

tg 60°

7
sin 47° + sin 48° + y/2 sin 87°

\/2cos30

8
cos 54° + cos 50° + cos 46° + cos 42°

2 cos 2° • sin 86° • 48°

9
cos 70° • sin 80° • sin 30° + sin 70° • sin 10° • sin 150°

cos 69° • sin 81° + sin 69° • sin 9°

10 ctg6 70° - 33 ctg4 70° + 27 ctg2 70°
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Упростите:

Вариант Б

1
1 + sin а + cos а

1 sin а — cos а

о

а • а за л а • з а
4 Sin

^
• COS'3 5—4 COS

g
• Sin° g-

Zi
4а

smi

3

1 ООСЛ
to H^i

,,.44/2. . 2 >/24 sin + sin

Л
1 + 2 cos 3 + cos 6

1 — 2 cos 3 + cos 6

5 Ctg83 (cos 76°
1
ctg 76°)

6 sin2 67° + sin2 7° • cos2 53° + 3

7
2 cos 201° - 16 sin 111°

cos 21°

8
5 sin 27° + 2 cos 63° — 4 cos 153°

cos 75° • cos 12° + cos 15° • cos 78°

9
4 cos 55° - 3 sin 35° + 2 cos 35°

sin 73° • sin 72° - sin 17° • sin 18°

10 ctg2 54° • ctg2 18°
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Самостоятельная работа 10

Решите уравнение:

Вариант А

1 sin 2х = 3 cos2 х

2 2 cos2 х = 1 + 4 sin х

3 2 cos 2x + 2 cos x • sin2 x = cos x

4 sin 2x + 2 sin x — 3 cos x = 3

5 2 cos ж + cos 2ж = 2 sin x

6 sin3 x + cos3 x — 1

7 2 sin2 x + sin2 2x — 2

8 8 sin x ■ cos 2a; • cos x = \/3

9 sin x + cos x = sin3 x

10
л Зх . д Зж 1

COS — Sin — =
—7=

2 2^/2
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Решите уравнение:

Вариант Б

1 sin4 ж + cos4 х = 0,5

2 sin3 х • cos x + cos3 x • sin x = cos 2x

3 sin6 x + cos6 x = ^ sin2 x
4

4 4 sin x ■ cos 2x ■ cos x = cos 4x

5 2 + cos2 x + 4 sin x • cos x = sin2 x

6 cos x • cos Зж = cos 5.x • cos 7x

7 2 sin x ■ sin Зж = cos 2ж

8 sin ж + sin 2ж + sin Зж + sin 4ж = 0

9 sin Зж + cos 7ж = 0

10
. ( 57г\ ./ 7г\

_ .
тг

sl4I + nj+514I + i2j=2s,n3
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Самостоятельная работа 11

Решите уравнение:

Вариант А

1 sin 4ж + sin2 2х = 0

2 sin Зх = 3 sin х ■ cos2 х

3 1
•

с; ( х XY1 — sm 5ж = 1 cos — — sm — 1

4 5 sin x + cos x = 5

5 sin 3x + cos 3x = yf2

6 sin 2x + 3 = 3 sin x + 3 cos x

7 cos x • sin 9./; = cos 3x ■ sin 7x

8 2 cos2 2x + 3 sin 4x + 4 sin2 2x = 0

9 sin 4x = 6 cos2 2a; — 4

10 2 sin2 x + \ sin3 2a; = 1
4

Вариант Б

1 sin2 2a; + cos2 Зж = 1 + 4 sin ж

2 sin ж • sin 5ж = 1

3 sin'' ж — cos ж • cos Зж = -

4

4 sin Зж = 3 sin ж

5 sin ж + cos ж = y/2 sin 7x

6 4 cos4 ж = 11 cos 2ж — 1

7 у/г cos Зж + sin Зж = cos ж + y/3 sin ж

8 2 sin (40° + ж) • sin (50° — ж) = —1

9 4 cos ж • cos 2ж • cos Зж = cos бж

10 sin ж • sin 2ж • sin Зж = ^ sin 4ж
4
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Самостоятельная работа 12

Решите уравнение:

Вариант А

1 cos 2ж + cos 6ж + 2 sin2 х = 1

2 sin х + sin За; = 4 cos2 х

3 sin2 х + sin2 2х + sin2 Зх + sin2 4х = 2

4 144 cos4 х — 4 sin4 x = 9 sin2 2x

5 cos 7x + cos x = 2 cos Зж • (sin 2x + 1)

6 cos Зж — sin x ~ \/3(cos x — sin Зж)

7 sin 5x = sin x + sin 2x

8 2 tg2 ж + 4 cos2 x = 7

9 y/3 sin 2ж + 2 sin2 ж — 1 = 2 cos ж

10 y/5 sin 2x = y/l + & sin ж • cos ж

Вариант Б

1 2 sin2 2ж = (cos ж + sin ж)2
2 4 cos ж • sin ж + tg ж + ctg ж = 0

3 cos ж = cos Зж + 2 sin 2ж

4 cos2 Зж + cos2 4ж + cos2 5ж = 1,5

5 2 (cos 4ж — sin x ■ cos Зж) = sin 4ж + sin 2ж

6 5 sin4 ж — cos4 ж = sin2 2ж

7 9 ctg2 ж + 4 sin2 ж = 6

8 (cos 6ж — 1) ctg Зж = sin Зж

9 y/3 sin 2ж + 2 cos2 ж — 1 = 2 sin ж

10 y/Ш cos ж = \/4 сон ж — cos 2ж
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Самостоятельная работа 13

Вычислите:

Вариант А Вариант Б

1 ( 1?7Лarccos 1 cos —1 1 ( 137Лarccos 1 cos
-g—

I

2
( 37Л

arcctg (ctg — I 2
( 47r\

arcctg 1 ctg
— 1

3
• ( ■ б7Лarcsm ( sm — 1 3

. ( .
ЮтЛ

arcsm 1 sm —— J

4 arctg(tg(—3,27г)) 4 arctg (tg(2,77r))

5 sin (arctg 2) 5
• ( 3A
sm 1 arctg

- 1

6 cos ^arcsin 6 ( -( 5 \\cos arcsm —-

V V isJJ

7
. (1 1\
sm 1 - arccos - 1 7 sin (^ arccos(0,l))

8 tg (arcsin 8 tg (arcsin (~£^
9 ctg (arccos (ijf)) 9

( 15\
ctg 1 arccos — 1

10 cos(arctg(2\/2)) 10 cos (arctg (^))
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Самостоятельная работа 14

Укажите номер графика соответствующий каждой из данных

функций

1 у = sin(2 arcsin х)
2 у = cos(2 arcsin х)
3 у = cos(2 arccos х)
4 у = sin(2 arctg х)
5 у = cos(2 arctg х)
6 у = sin (arctg х)
7 у = cos(arctg х)
8 у = tg(arcsina;)
9 у = tg(arccos х)
10 у = tg(2arctgx)

11 (1 \
у — cos 1 - arccos х j

12
• (l \

у = sm 1 - arccos х 1

ТУ

—2х^1-х2
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Самостоятельная работа 15

Решите системы уравнений:

Вариант А Вариант Б

1
U + y = l
I sin2 х — sin2 у = 1

1 \x~y=\
I cos2 x + sin2 у — 2

sin2 х — cos2 у — 0 sin x — cos у
— I

2 2 <

1 sin2 х + cos2 у = 2 sin у
— cos x = 0

<

Ay + л/3 cos x = — -

S
- ' " '

2\/3sinx —8у = —1

3 <
2

3 <

28у + 3\/3cosx = 1
j

\/3sinx -7y=-
к

{ 3
.

1

4

I sin x • sin у =
-

4 <

sm x ■ cos у =
-

1 1 3
1 COS x • cos у =

- cos x ■ sm у
= -

•2 2 3
Sin X + COS У =

- sin x + cos у
= 1

5 <
4

5 <

cos 2x + 2 cos у — I sin2 x — cos2 у = 1
<

( . Vs i

6

1 sm x • cos у
=

6 <

cos X • cos V =
-

y
2

| 1 3
1 cos(x+y) • cos(x—y) = - sin(x+y) ■ sin(a;-?/) = -

к *

r

sin2 x + sin у = 1 sin2 x — cos у
= 1

7 < 7 <

cos2 x + cos у = 1 cos2 x — sin у = 1
к

Г
. .

1 Г .
1

sin x — sm у =
— sinx-l-sin?/ =

8 <
sinx

8 <
cosx

1 1
cos x — cos у

— cosx+cosy =
cosx , sinx
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Самостоятельная работа 16

Вариант А

Вычислите:

1 cos 26° + cos 98° + cos 170° + cos 242° + cos 314°

2 2 cos 80° +
*

2 cos 40°

3 arcctg(tg 9)

4 cos(2 arctg 2) — sin(4 arcctg 3)

Что больше?

5 a = sin 40° + sin 51° или b = sin 48° + sin 52°

Найдите основной период:

6
COS 2 sin 7Г

У = 4 4 +3 3

Решите уравнения:

7 16sin + f= 9tglT + 5ctg“^“’ если 12 ^ x ^ 18

8
.

3x .Ax
arcsin — + arcsin — = arcsin x

5 5

Найдите целые решения и их число:

9
X

.
X

arccos — > arcsin —

о о

Решите неравенство:

10
( i\ / Vs
I cos тгх + - 1 a cos тгх +

у
^ 0, если 0 ^ X ^ 2
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Вариант Б

Вычислите:

1
6\/3 sin 100° • sin 40°

cos 10° — cos 110° + sin 60°

2 cos 100° + sin 70° + cos 140°

3 arcsin(sin 28)

4 sin ^2 arctg tg Q arcsin^
Что больше?

а = sin(cos26°) или b = cos(sin26°)

Найдите основной период:

X X

/l\tg4 ay™ з

6 У
= \ U) +lu)

Решите уравнения:

7
/ тгх 7г \ тгх 11a;

16cos^—--J =9ctg — + 5tg—,

если 17 ^ x ^ 26

8
.

2
. R .

1
arcsin —t=

— arcsin vl — x = arcsin -

3y/x 3

Найдите целые решения и их число:

х

arccos — > arctg х

Решите неравенство:

10 ( sin7nr — ^ J \l sinnx — ^ 0, если 0,5 ^ х ^ 2,5
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Ответы к самостоятельным работам

Самостоятельная работа 1

А Б

1 -к
2

1
Зтг тг,

Т+2*

2
7Г 7Г

,

8
+ 2* 2

ТГ тг,

"в
+ 2*

3 ~12+пк 3
К

-- + Л

4
ТГ 27Г

,

“б+ т 4
2тг 2

,

-y
+ 3rt

5
бтг 7Г

,

12 3
5

7тг тг,

12
+ 3*

6
Зл-

6
бтг

T+rf

7
тг _ бтг .1

—12"*" 12+,r*J 7
3 6

8
( ТГ 27Г

,
бтг 27Г

,
\

(l2 +T 12+Т j 8
( бтг 2тг тг 2тг _ \

(-12+Т*:-12+Т*)
9

бтг 2тг 8тг 2тг

У"*"У ’ 1Г
+
Т

9
7тг 2тг 13тг 2тг _ 1

Js
+ Yk'ls+Th\

10
бтг тг

,

—8"
+

8
+ 10

37Г
,

7Г ,1
—8~

+
8
+
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Самостоятельная работа 2

А Б

1
,

7Г 7Г

±l2-6+rt 1 cn|m+-н1

2
7Г

7 ч
7Г 7Г

И
+ |-чИ+з‘ 2

ТГ , >1.7Г 7Г

6+(~1) 6 +2*

3
7Г 7Г

,

2
+ 2* 3

ТГ 7Г
,

~3
+ 3*

4
77Г 27Г

18
+
У

4
7Г

, ч г. ТГ 7Г

12 12
+

2

5 -— + (-l')fc+1— + -к
12

1} 24 4
5

7Г
,

7Г 7Г .

12 6
+

2

6
2п

2тгк\ =h h 2тгп
и

6
ТГ

, , „
7Г 7Г

—+ **; (— ) j2
+ 2П

7 -^+7rfc;
arctg 4 + 7гп

7
7Г 7Г

,

“12
+ 3fc;

1 7Г
-- arcctg 3+ -п

8
57Г

12’

,
1 3

±- arccos - + тгп
2 4

8
/ * 7Г,
«-1)

6
+ 2*;

1
/ ч ЧГ| . 3 7Г

-(-1) arcsin- + -п

9 ±— + тгк
6

9
7Г 7Г 7Г

2+rt; J+2-

10 -- +тгА;;

я

2
+ 27гп;

7Г + 27ГШ

10 - + 7гк
4
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Самостоятельная работа 3

А Б

1
7Г 7Г

,

-3
+ 2* 1

7Г 7Г
,

й>+2*

2
7Г 7Г

,

~18
+ Зк 2

7Г 7Г
,

8
+ 2*

3
К

Г. 1
— + 27тк
&

3 2пк

4 (-«‘i+i*
(-1>■£ + §»

4
,
27Г 27Г

1Г
+
Т ’

, 57Г 27Г

±Т8+ТП

5 М* 5 -к
2

6
7Г 7Г

,

“12
+ 3*5

1 4 7Г
- arctg - + —п

3 в3 3

6
7Г 7Г

,

“i2+3fc;
1 3 7Г

з^ + з"

7
7Г 27Г

,

-6
+ Y* 7

7Г 27Г
,

з+ Т

8 0 8 arccos ^\/5 — 2^ + тгк

9 Vx 7^ 9 ^хф-к
4

10
7Г
— + 27г/с; 7г + 27гп
о

10
7Г

_ т
37Г

— + 27гЛ:; — + 27гп
О Z



730 Самостоятельные работы

Самостоятельная

работа 4

А В

6
2л/5
5 5

7 -4 -1
8 4
9 2,3 2,1

10 1137
152

185

Самостоятельная

работа 5

А Б

1 cos2 а sin2 a

2 1 1

3 sin а — cos а sin a + cos a

4 -1 1

5 tga -tga

6 1 1

Самостоятельном

работа 6
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Самостоятельная работа 7

А

1 1 1 -1

2 1 2 1

3 1 3 -1

4 0 4 0

5
sina

5
cosa

sin а — cos а cos a — sin a

6 ctga 6 -tga

7 -1 7 -1

8 1 8 1

9 1 9 1

10 — sin а 10 — cosa

Самостоятельная

работа 8

Самостоятельная

работа 9

1 ctg(i) -Ю
2 *2 (t) ^ (?)
3 1

1

4

4 0 1

5 4 0

6 0,75 1,5

7 -0,5 4

8 0 0,75

9 1 1

10
V2 V2
2 2

1 tg 3a
a

ctg-

2 1 1

3 4
1

4

4 -ctg2 (l,5+^) -ctg 1,5

5 -1,75 1

6 -2 4,5

7 2 -18

8 2 11

9
1

2
-9

10 3 5
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Самостоятельная работа 10

А Б

1
7Г
— + 7Гк\ arctg 1,5 + 7гп 1

7Г 7Г
,

4
+ 2*

2 \ nfc • V6-2
,

,

(—1) arcsm — \-тгк 2
1 7Г
- arctg 2 +

3
ТГ 7Г

,

4
+ 2* 3

7Г 7Г
,

4
+ 2*

4 7г + 2тгк 4
7Г 7Г

,

16
+

4

5
ъ
- + тгк
4

5
7Г

— —+7г/с; — arctg3 + 7rn

6
ТГ

27г/с; — + 27гп
Z

6 -к
8

7
7Г _

,
7Г

— + 7Г/с; ±— + 7ГП

Z 4
7

7Г 7Г,

8
+ 4*

8 (-Ч*П + 1* 8
тг 2тг
— + тгк; 7Г + 2тгщ —гп

2 5

9
ТГ

,

~+*к 9
7Г ТГ 37Г 7Г

8 2 20
+ 5”

10
,

7Г 2тг,
12
+

~3~
10 — + 7ГЛ

4
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Самостоятельная работа 11

А Б

1
7Г

,
1 7Г

-A:; —-arctg 2 +-та 1 тгк

2 тгк 2
ТГ

,

3
7Г 7Г 7Г

2k' 6
+ з" 3 + 7гк

6

4
7Г 3
— + 27г/с; 2 arctg

- +27гп
2 5

4 тгк

5
7Г 27Г

12
+ Т" 5

37Г 7Г 7Г 7Г

32
+ 4fc; Й+3П

6
7Г
— + 27г/с; 27гп
Z

6
9-^73

,± arccos h 7гп

7
7Г

7 ,
7Г 7Г

4 12 2
7

7Г 7Г 7Г

8
+ 2fc; —12

+ Wn

8
7Г 7Г

,

-8+2fc;
1 7Г

--arcctg 2 + -п

8
19

7Г + пк
36

9
7Г 7Г

,

_8
+

2

1 1 7Г
- arctg - +

9 где к/ 3;

7Г 7Г

4
+ 2П

10
7Г 7Г

,

4
+ 2* 10

7Г 7Г 7Г

2 8+Г*
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Самостоятельная работа 12

А В

1
7Г 7Г,

12
+

6
1 \ + ък-

(-1Г+1Г2 + Г

2
2

2 0

3
7Г 7Г 7Г

2+7Г/г; 4
+ 2*;

7Г 7Г

10+5П

3 -к
2

4
,

7Г

±— + 7ГП

о

4
7Г 7Г 7Г

16
+

8
’ ±3+’т

5
7Г 7Г _

- + -fc; 7гп;
0 о

/ ^ \-f_Li
TV ТТ

^МГ2+2*

5
7Г 7Г

,

1б
+ 4*

6
7Г 7Г 7Г

8
+

2 12+т 6
ТТ 7Г

,

4
+ 2*

7
ТТ

,
7Г 27Г

2к; ±9+Т" 7 ±— + 7Г/С
О

8 ±— + ТГП

о
8

,
27Г 27Г _

9
27Г 27Г 27Г

т
+ т*; т+2,т 9

7Г
Л

. 57Г 27Г

-6+27rfc; 18+ТП

10
Я"
— + ПК
4

10 ±~ + 27гА:
о
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Самостоятельная Самостоятельная

работа 13 работа 14

А Б

1 0,б7Г 1 0,б7Г

2 0,б7Г 2
47Г

Т

3 —0,2тг 3
3-7Г

_т

4 -0,2тг 4 —0,37Г

5 5
СЛ
|

со

6 0,6 6
12

13

7
СМ
|

со
7 0,3\/5

8
со
I

^
8

4

-з

9 2,4 9
15

8

10
СО
| 10

12

13

1 ш

2 ш

3 ш

4 ш

5 ш

6 т

7 т

8 ш

9 ш

10 т

11 ш

12 1



736 Самостоятельные работы

Самостоятельная работа 15

А

1 | ^ + 7хк\ —7rk'j к G z|
2 | ^ + 7Г&; 7гп^ fc, п G Z|
3 {(*(' arCC0S

8 ) 2?г^; 32) к G z|
4 | + (п + Л:)7г; + тг(п - А:)) /с, n G z|
5 + irn'i + 27гА;) к,п G

6 <

( ч

^7ггг + (—1)п^; + 27г/с^ к,п £ Ъ

^тгп+ (-1)п+1^;±^ + 2тт/с^
►

7 | + пк; 2irnj ; (тг/с; ^ + 27гп /с, п G Z^ |
8

Г /7Г 7Г 37Г 7Г Л

\ \4 2П' ~~4 2
~ ) к,п е z|
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Б

1 •| ^7г/с; —+ 7гА:^ к € zj
2 { ((-1)fcf + (к + n)f; (_1)^ - е z}
3 j arcsin A: G zj
4

5+ <-1Г*£+ =<»-»))

п) ;

к,п Е Z^
5 | ^ + 27Гк; ^ + 7ГП^ /г, п £ Zj
6 | + 27т/г; 27г/г^ ; ^27гп ± у; 27гА; + 7Г^ к,п € Z^
7 | (7гп; (2А: + 1)7г); ^ + 7гп; —^ + 27гА;^ к,п € z|
8 | ^ + 7гп; ^ + (п + 2к)тг) к, п Е z|
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Самостоятельная работа 16

А Б

1 0 1 3

2 1 2 0

3 3,5тг - 9 3 9тг-28

4 0,36 4 0,48

5 а > Ь 5 а <Ъ

6 24тг 6 12тг

7 12,5; 14,5 7 17^; 22^; 25^3’ 3’ 3

8 -1; 0; 1 8
2

3

9 —3; —2; —1; 0; 1; 2

(шесть решений)

9 —2; —1; 0; 1

(четыре решения)

10 {‘iHM0^]#2] 10 U 2^; 2,5
L2 з. .3
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Тригонометрические формулы

1. Алгебраические соотношения между
тригонометрическими функциями одного и того же угла

sin2 аsina = ±\/1 — cos2a (£) cosa = ±y/l —

1
sin a = . : км cos a = =====

±-\/l + tg a ±\/l + tg2 a
•

1
«м ctg a

!£J sin a = . = щу cos a
—

±a/1 + ctg2a ±\Л +ctg2a

sina j-^/i - oin2.

®Oill
u

^a =

±y/l 0^2 ^ в® c^g a
sin a

sin a sin a

— ±y/l — cos2 а ,
cosa

m tga= ; SD ctga
—

cosa ±\/l — cos2 a

_ 1
tg a = iwM ctg a =

ctg a tg a

2. Решение простейших уравнений

ф cos х = т => х = d= arccos m + 2irk \ к G Z

sinx = m => x = (—l)k arcsinm + пк \ к G Z

(£) tg a; = m ж = arctg m + irk | к G Z

ctg x = m => x = arcctg m + irk j к G Z

3. Формулы приведения

Q) cos(a + 90°) = — sina cos ^a + ^ = — sin

cos(a — 90°) = sina cos^a —^=sina
^0 sin(a + 90°) = cosa sin ^a + ^ = cosa

{j) sin(a — 90°) = — cos a sin ^a — ^ :

CD cos(90--„) = sm« cos (| - a) = sina

cosa
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в
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sin(90° - a) = cosa sm (j - a) = cosa

ctg(a + 90°) = — tga ctg ^a + = — tga

ctg(a — 90°) = — tga ctg ^a — ^ = — tg a

tg(a — 90°) = — ctg a tg ( a — ^ ) = — ctg a

tg(a + 90°) = - ctg a tg ( a + ^ ) = - ctg a

7Г

2

ctg(90° - a) = tga ctg^-a)=tga
tg(90° - a) = ctga tg^-a)=ctga
cos(a + 180°) = — cos a

.
cos (a + тт) = — cos a

cos(a — 180°) = — cos a cos (a — тт) — — cos a

sin(a + 180°) = — sina sin (a + тт) = — sin a

sin(a — 180°) = — sin a sin (a — тт) = — sin a

cos(180° — a) = — cos a cos (тт — a) = — cos a

sin(180° — a) = sina sin (тт — a) = sina

ctg(a + 180°) = ctga ctg (a + тт) = ctga

ctg(a — 180°) = ctga ctg (a
— тт) = ctga

tg(a + 180°) = tg a tg (a + 7r) = tg a

tg(a — 180°) = tg a tg (a — 7r) = tg a

ctg(180° — a) = — ctg a ctg (тт
— a) = — ctg a

tg(180° — a) = — tg a tg (7Г — a) = — tg a

cos(a + 270°) = sina cos ( a + J = sina

cos(a — 270°) = — sina cos ^a — = — sina

sin(a H- 270°) = — cosa sin ( a + J
= — cosa

2
,

sin(a — 270°) = cosa sin ^a — = cosa

cos(270° — a) = — sin a cos ( ^ — a ] = — sin a
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cosa50) sin(270° — a) = — cosa sin —

ctg(a + 270°) = — tg a ctg ^a + = — tg a

ctg(a — 270°) = — tg a ctg ^a — = — tg a

tg(a + 270°) = — ctg a tg ^a + = — ctg a

tg(a — 270°) = — tga

ctg(270° — a) = tga

QED tg(270° — a) = ctga tg

(a_f) = _tga

(f-a)=tga
a) = ctg a

tg ( oi-

ctg

4. Теоремы сложения

CD sin(a + (3) = sin a • cos /3 + cos a � sin /3

sin(a — (3) = sin a • cos (3 — sin /3 • cos a

® cos(a + (3) = cos a • cos (3 — sin a • sin /3

Ф cos(a — /3) = cos a ■ cos /3 + sin a ■ sin (i

©,
„ tg a + tg в

tg(a + /3) = —5И>
1- tga -tg/3

CD tg(a — (3) =
tga tgl3

w ы
1+tga-tg/3

a ф — + тгк

тг

(3 ф — + тгп \k,n,t е

a + P^\+'Kt
/

ТГ

а Ф — + тгк

. тг ,

р ф — + тгп | G

« - Р Ф \ + ^
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5. Функции двойного и половинного угла

ф sin 2а: = 2 sin а • cos а

cos 2а = cos2 а — sin2 а = 2 cos2 а — 1 = 1 — 2 sin2 а

—

. Л 2tga ,
7г

,
.

, _

© sin 2а =
t
2—

— +7r/b|/cGZ

©1
— tg2 а . 7г

, , ,

cos2а = ту— а ф — + тгк\к е Z
1 + tg2 а 2

1

Ш tg2a = r~ib j +

—

Л
1 — tg2 а , 7г, .

,

ЯЭ Ctg 2а = —- а ф—kike Z
2 tga 2

1ГГ1 а /1 + cos а 0 1 + cos 2а

®COS2=±V^— C°Sa=
2

^ .а /1 — cos а .о 1 — cos 2а
Ш Sm

2^
=

V 2
~ 81П а=

2

,
а /1 — cos а 1 — cos a sin а

®
2
=

V Г+ cos a sin а 1 + cos а

а 11 + cos а 1 + cos a sin а
dD ctg - = ±4/-2 \/ 1 — cos а sin а 1 — cos а

6. Функции тройного угла

3 sin а — sin За
sin За = 3 sin а — 4 sin3 a sin3 а

4

о о 3 cos a + cos За
|2| cos За = 4 cos'3 а — 3 cos a cos’5 а =

, о
3 tg а

- tg3 а 7г 7Г .

® tg3a=
1 — 3tg2а а*ъ + гк'ке
ctg3 а — 3 ctg а

3 ctg2 а — 1
~

'

3

. о С15 а — о CLg а . 7Г , . _

уу ctg За = —Q ± 2 i— а ^ o’^ I ^ ^
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7. Преобразование суммы тригонометрических
функций в произведение и наоборот

а + /3 а — (3
Qp cos а cos (3 = 2 cos—■ cos

а о
•
а

.
а — (3

Щ cos а — cos р
= —2 sin —-— • sin —-—

л ^ . а + (3 а — (3
fjj sm а + sin (3 = 2 sm —-— • cos —-—

А . •

q п
.

а + /3
ц) sin а — sm (3 = 2 sm —-— • cos —-—

л sin(a -f (3)
® tga + tg/3 = при

cos a • cos (3
_ sin(a + (3)

ctg a + ctg (3 = -tztz—о ПРИ

{cos
а ф 0

cos (3

Q) tga-tg/3:

7^0

Ф 0
sin a • sin /3

***

\ sin /3^0

J
при <

I
sin(a - (3) | cos

cos a • cos (3

{sinasin (3

cosa 7

cos (3 Ф 0

_ sm(/3 — a)
ctg a — ctg p = —

;—- при
sm a-sinp {sin

а ф 0

sin/3/0

Q) cos a • cos /3 = - [cos(a + (3) + cos(a — /?)]

sina • sin/3 = i [cos(a — (3) — cos(a + (3)\

QJ sin a • cos (3 = ^ [sin(a + (3) + sin(a — /9)]

ф sina + cosa = \/2sin ^a 4- = y/2 cos ^a — ^
QJ) sina — cosa = \/2sin ^a — ^ = —\/2cos ^a + ^
(ф A sin a + В cos a =

лЛ42 + В2 • sin ( a -f arctg ^ j если В > 0

—у/A2 + Б2 • sin fa -f arctg ^ J если В < 0

у/A2 + В2 • cos (а — arctg ^ J если A > 0

—у/A2 + В2 • cos (a — arctg 4 ) если A < 0
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8. Свойства агс-функций

ш

Ш

С0

ш

т

т arctg х -f arcctg х

т

ш

arccos(—га) = 7г
— arccos га

arcsin(—га) = — arcsinra

arctg(—га) = — arctg га

arcctg(—га) = 7г — arcctgra

arcsin a; -f arccos x = —

arccos ra G [0; 7Г

arcsinra G
7Г 7Г

2’ 2

arctg ra G

7Г 7Г \

'2*2/
arcctg ra G (0; 7r)

arcsin ж
arccos y/l ~ x2,

arccos

arccos x j arcsm

\тг-

y/l-x2, -l^x^O

in y/l — x2, 0 ^ x ^ 1

arcsin

Ш

&D

arcctg

in д/l — x2, —l^x^O

y/l — X2

arcsin x —

arccos x
— <

arcctg
y/l

arctg

7Г + arctg
y/l — X2

0 < x ^ 1

7Г, — 1 ^ X < 0

0 < x ^ 1

-1 ^ x < 0

1
arccos

y/l + x2
’

1
— arccos

arcctg x = <

VlT:
1

arcsin -

\/l + x2
’

7Г
— arcsin , x ^ 0

vTTx*

(JJ) arctg x = <

arcctg —, x > 0
x

arcctg 7Г, x < 0
x
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9. Тригонометрические функции от агс-функций

sin(arcsin:r) = х — 1 ^ х ^ 1

О sin(arccosa;) = y/l — х2 —l^x^l

sin(arctg#) — —.... —оо < х < оо

VI + х2

о cos(arccosx) = х —l^x^l

(JJ cos(arcsinx) = y/l — x2 — 1 ^ x ^ 1

Ф cos(arctg x) = - —oo < x < oo

Vl + x

05 cos(arcctga:) =
X

—oo < x < oo

Vl + x2

«CD tg(arctga;) = x —oo < x < oo

(JJ) tg(arcctg x) = — Va: Ф 0
x

ж

(Д) tg(arcsinx) = л 2

— 1 < x < 1
\/l x

t \ V1 - 3:2 —1 ^ x < 0;
® tg(arccosx) = —0<a;<1

ctg(arcctgx) = x —oo < x < oo

Щ) ctg(arctg x) = — Vx Ф 0

/•■■ч , , ч \/l - x2 -1 ^ x < 0;
® ctg(arcsinx) = -

0<x<1

ctg(arccosx) = ■ ■ — 1 < x < 1
Vl X



\

Содержание

Программы элективных курсов 5

Программа элективного курса №1 5

Программа элективного курса №2 6

1. Определение основных тригонометрических функций 7

Введение 7

2. Вычисление значений тригонометрических

функций любого угла 22

Таблица некоторых значений

тригонометрических функций 22

Практикум 1 25

Практикум 2 35

Тренировочная работа 1 39

Алгебраические соотношения между

тригонометрическими функциями одного и того же угла 43

Практикум 3 45

Тренировочная работа 2 49

Практикум 4 53

Тренировочная работа 3 57

Тренировочная работа 4 62

3. Решение простейших уравнений 69

Уравнение вида cosx = т 69

Уравнение вида sinx = т 72

Уравнение вида tg x= m 75

Уравнение вида ctg х = т 77

Практикум 5 79

4. Основные тригонометрические формулы 89

Формулы приведения 89

Практикум 6 91

Тренировочная работа 5 105

Теоремы сложения 116

Практикум 7 116

Тренировочная работа 6 125



Тригонометрические функции двойного
и половинного угла 135

Практикум 8 136

Тренировочная работа 7 144

Тренировочная работа 8 152

Тренировочная работа 9 159

Тренировочная работа 10 163

Тренировочная работа 11 170

Тренировочная работа 12 180

Тренировочная работа 13 183

Тренировочная работа 14 191

Проверочная работа 1 196

Тренировочная работа 15 202

Проверочная работа 2 212

5. Суммы и произведения тригонометрических

функций 222

Преобразование суммы тригонометрических

функций в произведение и наоборот 222

Практикум 9 224

Тренировочная работа 16 238

Практикум 10 249

Периодические функции 263

Практикум 11 270

6. Обратные тригонометрические функции
и их графики 286

Арксинус 287

Арккосинус 289

Арктангенс 291

Арккотангенс 294

Практикум 12 297

Свойства arc-функций и некоторые соотношения

между ними 300

Тригонометрические функции от arc-функций 301

Практикум 13 302

Практикум 14 305

Тренировочная работа 17 312



Графики arc-функций 322

Практикум 15 327

Тренировочная работа 18 342

Практикум 16

(Решение тригонометрических неравенств) 353

Тренировочная работа 19 368

Системы тригонометрических уравнений 390

Практикум 17 390

Практикум 18 398

7. Тренировочные карточки 406

Карточка 1 406 425

Карточка 2 408 431

Карточка 3 410 436

Карточка 4 412 441

Карточка 5 413 446

Карточка 6 414 450

Карточка 7 415 454

Карточка 8 416 458

Карточка 9 417 462

Карточка 10 418 468

Карточка 11 419 473

Карточка 12 420 478

Карточка 13 421 483

Карточка 14 422 491

Карточка 15 423 498

Карточка 16 424 505

8. Зачетные карточки 513

Карточка 1 513 531

Карточка 2 514 535

Карточка 3 516 539

Карточка 4 517 543

Карточка 5 519 547

Карточка 6 520 550

Карточка 7 521 554

Карточка 8 522 558

Карточка 9 523 561



Карточка 10 524 568

Карточка 11 525 570

Карточка 12 526 574

Карточка 13 527 579

Карточка 14 528 586

Карточка 15 529 595

Карточка 16 530 606

9. Итоговые карточки 615

Карточка 1 615 626

Карточка 2 617 635

Карточка 3 618 640

Карточка 4 619 647

Карточка 5 620 655

Карточка 6 621 661

Карточка 7 622 667

Карточка 8 623 677

Карточка 9 624 685

Карточка 10 625 692

10. Самостоятельные работы 701

Самостоятельная работа 1 701 727

Самостоятельная работа 2 702 728

Самостоятельная работа 3 703 729

Самостоятельная работа 4 705 730

Самостоятельная работа 5 707 730

Самостоятельная работа 6 709 730

Самостоятельная работа 7 711 731

Самостоятельная работа 8 713 731

Самостоятельная работа 9 715 731

Самостоятельная работа 10 717 732

Самостоятельная работа 11 719 733

Самостоятельная работа 12 720 734

Самостоятельная работа 13 721 735

Самостоятельная работа 14 722 735

Самостоятельная работа 15 724 736

Самостоятельная работа 16 725 738



Тригонометрические формулы 739

1. Алгебраические соотношения между

тригонометрическими функциями одного и того же угла 739

2. Решение простейших уравнений 739

3. Формулы приведения 739

4. Теоремы сложения 741

5. Функции двойного и половинного угла 742

6. Функции тройного угла . 742

7. Преобразование суммы тригонометрических

функций в произведение и наоборот 743

8. Свойства arc-функций 744

9. Тригонометрические функции от arc-функций 745

Учебное издание

Шахмейстер Александр Хаймович

ТРИГОНОМЕТРИЯ

Научный редактор серии А. В. Семенов

Художник Е.И. Герасимчук
Компьютерный набор К. В. Шевяков, И. В. Малинин

Компьютерный набор и верстка С. С. Афонин

Компьютерная графика А. С. Широкий

Корректоры Е.Г. Никитина, И.Б. Смирнов

ИЗДАТЕЛЬСТВО «ПЕТРОГЛИФ»

Тел.: (812) 943-8076; e-mail: spb@petroglyph.ru; www.petroglyph.ru.

ИЗДАТЕЛЬСТВО МЦНМО
119002, Москва, Б. Власьевский пер., 11.

Тел.: (495) 241-7285; e-mail: biblio@mccme.ru; www.mccme.ru.

Подписано в печать 10.02.2013. Формат 60x90/16. Бумага офсетная.
Печать цифровая. Печ. л. 47. Тираж 1000 экз. (По требованию)
Заказ № Пет-015.

Налоговая льгота — ОКП 005-93-95-3005

Отпечатано с диапозитивов, предоставленных издательством

«Петроглиф», в типографии Издательского дома КДУ.
119234, Москва, а/я 587. Тел./факс (495) 638-57-34;
e-mail: kdu@kdu.ru; www.kdu.ru.




